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RIASSUNTO 

La fotogrammetria numerica costituisce uno dei migliori esempi d’applicazione della statistica: dall’analisi dei 

dati alla statistica computazionale, passando attraverso la statistica descrittiva sui dati acquisiti, la stima dei 

parametri dei modelli adottati, nonché la validazione dei dati e dei modelli. La ragione dell’eccellenza sta, da 

un lato, nella relativa facilità dei modelli usati, tipici della geometria dello spazio e, dall’altro, nella notevole 

mole di dati che i blocchi di immagini e maggiormente le loro sequenze presentano. Quanto segue intende 

mostrare le trasformazioni geometriche impiegate nei modelli analitici della fotogrammetria, tanto nello 

spazio immagine, quanto nello spazio oggetto, come pure metodologie e procedure dell’analisi d’immagine, 

tipiche della moderna fotogrammetria digitale, mettendo così in evidenza particolari aspetti statistici e 

numerici. 

 

INTRODUZIONE 

La Società Internazionale di Fotogrammetria e Telerilevamento, fondata nel 1910, definisce la 

fotogrammetria ed il telerilevamento come le arti, le scienze e le tecniche, per ottenere informazioni affidabili 

da immagini, non a contatto, ed altri sistemi di sensori sulla terra, il suo ambiente e altri oggetti fisici, 

mediante operazioni di rilevamento, misura, analisi e restituzione. Il termine fotogrammetria appare, per la 

prima volta, nel 1867, benché rilevamenti con la camera chiara (o lucida) datano dall’inizio dell’ottocento e 

rilevamenti fotografici, propriamente detti, dall’inizio della seconda metà dello stesso secolo. La 

fotogrammetria è stata inizialmente soprattutto aerea, per la compilazione di mappe (o carte tecniche). 

A partire dalla seconda metà di questo secolo, il telerilevamento (sviluppatosi parallelamente alla 

fotogrammetria dello spazio) ha aggiunto il suo contributo, per lo studio delle caratteristiche qualitative, utili 

per la compilazione di carte tematiche. Negli ultimi decenni, i sistemi informativi a referenza spaziale: 

geografici (GIS) e territoriali (LIS) hanno trovato nella fotogrammetria e nel telerilevamento utili sorgenti per 

le loro basi di dati. In aggiunta, la fotogrammetria dei vicini ha sviluppato, con continuità e progressione, 

applicazioni nei campi dell’ingegneria civile ed industriale, dell’architettura, dell’archeologia, della medicina, 

della robotica, ecc. Infine la conquista dello spazio ha dato avvio, sia alla fotogrammetria (ed al 

telerivamento) dallo spazio, sia alla fotogrammetria extraterrestre. 

Il compito fondamentale della fotogrammetria è effettuare il passaggio dallo spazio immagine allo spazio 

oggetto, direttamente oppure, più frequentemente, attraverso la formazione del modello e la ricostruzione 

dell’oggetto. Due concetti sono da mettere in evidenza, prima di addentrarsi nei modelli analitici della 

fotogrammetria: 

 

� un’immagine non è mai una carta; 

� almeno due 
1
 immagini sono necessarie, in generale, per ricostruire un oggetto. 

                                                           
1  
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Infatti un’immagine è, a meno di una lunga serie di alterazioni ed errori, una prospettiva centrale, mentre una 

carta è una proiezione (ortogonale) quotata. Inoltre sono spesso notevoli le alterazioni dovute alla quota (o 

profondità) degli oggetti rilevati e talvolta alla curvatura terrestre e/o alla rifrazione atmosferica (o di altro 

mezzo di propagazione). D’altra parte, un’immagine è un campo bidimensionale, pertanto informazioni su un 

oggetto, posto in un dominio tridimensionale, tranne nel caso di oggetto piano, possono essere restituite, 

solo acquisendo almeno due immagini da punti di presa diversi. Considerazioni relative all’affidabilità delle 

osservazioni, suggeriscono di elevare a tre il numero di immagini distinte. 

 

PARTE I – TRASFORMAZIONI GEOMETRICHE 

 

1.1 Dallo spazio immagine allo spazio oggetto 

Il problema fondamentale della fotogrammetria è trovare le espressioni geometriche che mettono in 

relazione le coordinate del punto immagine Q(x,y,z), riferite ad un sistema cartesiano ortogonale legato al 

sensore, con le coordinate del corrispondente punto oggetto P(X,Y,Z), riferite ad un sistema cartesiano 

ortogonale qualunque collegato all’oggetto. Considerandouna traslazione, una rotazione e una variazione di 

scala, è possibile scrivere in forma matriciale una Trasformazione S (o trasformazione di similitudine): 
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dove (x,y,z) rappresentano le coordinate immagine, λ la variazione di scala (di un’areola dell’oggetto, 

localmente piana, rispetto alla corrispondente areola sull’immagine), R la matrice di rotazione, (X,Y,Z) le 

coordinate oggetto e (X
o
,Y

o
,Z

o
) le coordinate del punto di presa (Fig. 1.1). Si noti come le trasformazioni S 

appartengano alla più vasta famiglia delle trasformazioni lineari (in questo caso specifico, nello spazio 3D), 

come ad esempio le trasformazioni affini (nello spazio) un po’ più complesse, ma altrettanto utili. 
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Figura 1.1 – I sistemi di riferimento fotogrammetrici. 

 

Adattando questa espressione alla fotogrammetria e considerando la distanza del centro dell’immagine dal 

punto di presa (ovvero e, più precisamente, dal centro del sensore), una costante c, detta distanza focale (o 

lunghezza focale), si può scrivere l’espressione precedente nel modo seguente: 
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dove l’indice i è riferito al punto oggetto, l’indice j all’immagine e l’indice ij  al punto i appartenente 

all'immagine j. L’apice rappresentato con un "pallino" (°) indica una quantità osservata e quello 

rappresentato con un "cappello" ( )̂ indica una quantità stimata. La variazione di scala λ è diversa per ogni 

punto sull’immagine, in quanto dipende dall’immagine stessa e da ciascun punto osservato. L’immagine è 

generalmente sviluppata a dimensione naturale (cioè non sono effettuati ingrandimenti, né riduzioni). 

 
1.2 Matrici di rotazione 

Dati un sistema di assi cartesiani ortogonali nello spazio ed un altro ruotato rispetto al primo, è possibile, 

utilizzando i coseni degli angoli fra assi originali ed assi ruotati, scrivere la matrice di rotazione così definita: 

 

333231

232221

131211

rrr

rrr

rrr

R =  

 
Tale matrice è ortogonale, di conseguenza, per la proprietà della stessa, la matrice inversa è uguale alla 

matrice trasposta e il determinante è unitario a meno di un segno. Per le condizioni di ortogonalità, si hanno 

le condizioni di vincolo sui coseni direttori (allora i parametri liberi sono solo tre; ad esempio, le tre rotazioni 

di un corpo rigido nello spazio): 
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Due sistemi di angoli sono noti dalla meccanica razionale: gli angoli di Cardano e gli angoli di Eulero. I primi 

sono quelli che storicamente si usano in fotogrammetria, mentre i secondi, con qualche adeguamento, sono 

usati in topografia e in geodesia, come pure nella navigazione. La ragione di questa distinzione sta nella 

possibilità di materializzare i primi, mediante giunti speciali, detti cardani, capaci di rotazioni nello spazio, 

mentre i secondi derivano direttamente dall’astronomia. Gli angoli della topografia sono utili nel caso di 

prese terrestri (o da elicottero), quelli della geodesia per prese da satellite, mentre il caso di prese aree, in 

generale, non presenta particolari problemi nella definizione degli angoli d’assetto. 

 
Angoli di Cardano: 

Asse Piano che ruota Rotazione  

Z  XY  k  (sbandamento) 

Y ZX ϕ (beccheggio) 

X YZ ω  (rollio) 
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Angoli di Eulero: 
Asse Piano che ruota Rotazione  

Z  XY  α  (rotazione propria) 

X YZ ζ  (nutazione) 

Z XY ϑ (precessione) 

 

Topografia: 

 
ϑπϑ −= 2  

ζπζ −=  

αα =  

 
dove,  in generale, ϑ è l’angolo azimutale, ζ  l’angolo zenitale, mentre l ’angolo α  usualmente 

nullo. Si ricordi, a proposito, come gli angoli della topografia siano tradizionalmente orari, mentre quelli della 

fotogrammetria sempre antiorari, inoltre il versore tangente all’asse anticamente cosiddetto di collimazione 

abbia verso, nel primo caso, uscente dallo strumento di misura e, nel secondo, entrante nel sensore. 

 

Geodesia: 

 
λπϑ m2=   ( longitudine) 

ϕπζ m2=   ( latitudine geocentrica) 

απα −= 2   (azimut) 

 
dove i segni della prima formula valgono rispettivamente ad Est (+ ) ed a Ovest (-) del meridiano centrale; 

quelli della seconda a Nord (-) ed a Sud (+ ) dell’equatore. Si ricordi, a proposito, come gli angoli della 

geodesia siano tradizionalmente orari, mentre quelli della fotogrammetria sempre antiorari. Inoltre ricordando 

l’eccentricità dell’ellissoide ed utilizzando la latitudine geodetica, la seconda diviene: 

 

( )[ ]ϕπζ tanetanarc 212 −= m  

 

La matrice di rotazione, nel caso di angoli di Cardano, ha forma:  

 

=
−

−
−

ωω
ωω

ϕϕ

ϕϕ

cossin

sincos  

cossin

sincos

  kcossink

sinkkcos

0

0

001

0

010

0

100

0

0

 

ϕωϕωϕ
ϕωωϕωωϕ

ϕωωϕωωϕ

coscoscossinsin

sinksincoskcossinsinksinsinkcoscossinkcos

kcossincossinksinkcossinsinsinkcoskcoscos

−
+−−

−+
=  



 5 

L’esplicitazione del valore degli angoli procede nel modo seguente: 

 

)ϕ  da         r  31    facendo: 31r arcsin  

)k  da 11r  e  r21    facendo: ( )1121 rr tanarc −  

)ω  da 32r  e  r33    facendo: ( )3332 rr tanarc −  

 

Occorre tuttavia fare attenzione al valore dell'angolo ϕ; infatti se esso è 2π± , il suo coseno è uguale a 

zero e, operando come prima, si avrebbero forme indeterminate per gli angoli ω e k . Allora si procede 

annullando, per definizione, il valore di k  e ricavando l'angolo ω da 22r  e 23r  , facendo: ( )2223 rr tanarc . 

L’annullamento di k  si giustifica con il fatto che l'asse Z, se ruotato di 2π , viene a coincidere con l'asse x e 

le due rotazioni a sommarsi. 

 

La matrice di rotazione, nel caso di angoli di Eulero, ha forma: 

 

=−
−

−
100

0

0

0

0

001

100

0

0

θϑ
ϑϑ

ζζ
ζζ cossin

sincos

  

cossin

sincos  kcossink

sinkkcos

 

ζζϑζϑ
ζααζϑαϑαζϑαϑ
ζααζϑαϑαζϑαϑ

cossincossinsin

sincoscoscoscossinsincoscossinsincos

sinsinsincoscoscossinsincossincoscos

−
+−−−
+−

=  

 

L’esplicazione del valore degli angoli procede, in analogia, nel modo seguente: 

 

)ζ  da 33r      facendo: 33r arccos  

)ϑ  da 31r  e  r32−    facendo: ( )3231 rr tanarc −  

)α  da 13r  e  r23    facendo: ( )2313 rr tanarc  

 

In questo caso bisogna fare attenzione al valore dell'angolo ζ , infatti se ha valore 0 oppure π, il suo seno 

sarebbe nullo. Allora si procede annullando, per definizione, il valore di α e ricavando ϑ da 12r  e da 11r , 

facendo: ( )1112 rrtanarc . 

Corre il dovere di segnalare che una modellazione del gruppo delle rotazioni a quattro parametri, come è 

possibile, ad es., con il corpo sghembo dei quaternioni di Hamilton, evita singolarità, propria di tutte le 

modellazioni classiche gruppo delle rotazioni. Tuttavia una simile trattazione è considerata estranea agli 

scopi del presente lavoro, in quanto richiede di anteporre, alla sua trattazione, la sua corrispondente algebra, 

comunemente non nota e non del tutto elementare. 
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Un’alternativa razionale alle rotazioni nello spazio è invece costituita dalla matrice di Rodriguez: 
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essendo S una matrice emisimmetrica qualsiasi e I la matrice unitaria (o identità). Alcuni semplici passaggi 

forniscono l’espressione degli elementi della matrice: 
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Se si suppongono (a,b ,c) piccoli e si l inearizza r ispetto ad essi, la matrice di Rodriguez 

r isulta formalmente identica alle matrici di rotazione linearizzate, con gli angoli di Cardano ed Eulero: 
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1.3 Equazioni di collinearità 

Le equazioni di collinearità sono le equazioni costitutive della fotogrammetria, utili nel passaggio dallo spazio 

immagine allo spazio oggetto. A partire dalla trasformazione di similitudine, eliminando l’ incognita ijλ  

ed introducendo i quozienti: 
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chiamati TANGENTI DI DIREZIONE INTERNE, si scrivono le espressioni: 
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Si usa poi esplicitare le precedenti espressioni nel modo seguente: 
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Queste espressioni sono dette EQUAZIONI DI COLLINEARITÀ ed esprimono l’allineamento tra il punto 

oggetto, il punto immagine e il punto di presa. Geometricamente i due tr iangoli C(PP)Q e CPH 

sono simili (Fig. 1.3). 
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Figura 1.3 – Il teorema di Talete nello spazio. 

 

Per i l teorema di Talete, lo sono anche i tr iangoli ottenuti mediante la decomposizione 

r ispetto all 'asse X e all 'asse Y:  
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essendo: 
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Di conseguenza: 
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A
HC

HPx =  e: B
HP

HPy =  

 

dove A  e B  indicano formalmente i secondi membri delle equazioni di coll inearità. Le 

equazioni di collinearità sono non – lineari e, per risolverle come sistema, occorre linearizzarle attraverso 

uno sviluppo in serie di Taylor: 
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Indicando con una tilde (~) il valore approssimato di un parametro ed essendo ,,,,X KKKK δωδ 0  le 

correzioni ai valori approssimati, le derivate della prima equazione di collinearità sono: 
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e quelle della seconda equazione di collinearità: 
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inoltre: 
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essendo: ( ) ( ) ( )033032031 ZZrYYrXXrD −+−+−=  

 

La soluzione del sistema linearizzato è utilizzata come dato di partenza per una nuova iterazione. La 

linearizzazione parte da valori approssimati, presi opportunamente caso per caso. 
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Le equazioni di collinearità hanno 9 parametri incogniti (gli angoli d’assetto dei sensori, le coordinate dei 

punti di presa e le coordinate del punto oggetto). I valori approssimati dei parametri, se la presa è aerea, 

possono essere così ottenuti: 

 

� i punti oggetto si determinano utilizzando una carta a piccola scala; 

� i punti di presa possono essere definiti in base al piano di volo; 

�  gli angoli d’assetto, per prese nadirali,  possono essere def init i in base al piano di volo. 

 

Infatti se la presa è aerea ed il sensore ha rotazioni solo attorno all’asse Z, la matrice di rotazione ha forma: 

 

100

0

0

kcossink

sinkkcos

R −=  

 

e l 'angolo k  è def inito str isciata per str isciata. Se la presa è terrestre, in generale, le coordinate dei 

punti oggetto e di presa sono pre – determinate topograficamente con l’esecuzione di una rete d’appoggio; 

per quanto riguarda invece gli angoli d’assetto, tutti i valori di questi sono ammissibili, ma spesso si 

conoscono abbastanza bene assieme alla geometria della presa. 

Nel caso particolare, ma di notevole interesse, di prese frontali terrestri di oggetti piani, è possibile ricondursi 

al caso di prese nadirali aeree, già illustrato in precedenza, istituendo la seguente corrispondenza: 

 

Asse terrestre  Asse aereo 
 X    X  

 Y   Z  

 Z    -Y 

 

in quanto la matrice di rotazione diviene essenzialmente una matrice di scambio fra gli assi Y e Z , con 

inversione del segno (ovvero ribaltamento dell’asse) per il secondo, a meno di piccole rotazioni (minori di 5°) 

fra gli assi: 

 

010

110

001

−
=R  

 

1.3.1 Equazioni di collinearità in coordinate geode tiche 

Le coordinate immagine x °  di un qualsiasi punto possono essere collegate alle coordinate oggetto X  dello 

stesso punto attraverso le coordinate X
o

 del punto di presa, gli angoli di assetto ( )k,,ϕω ,  opportunamente 

inseriti all'interno della matrice R,  e un fattore di scala locale λ ,  per mezzo della seguente espressione: 
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( )0XXRx −= λ  

 

Allora le due equazioni di collinearità sono facilmente derivabili valutando opportunamente il rapporto tra la 

prima e la terza relazione e tra la seconda e la terza: 

 

( )
( )

( )
( )03

02

03

01

XXR

XXR
cy                      ;

XXR

XXR
cx

−
−−=

−
−−=  

 

cosicché il fattore di scala incognito sia eliminato, essendo c la distanza focale.  

D’altra parte, le coordinate oggetto rettangolari di ogni punto e le stesse coordinate del punto di presa 

possono essere espresse per mezzo delle coordinate geodetiche ( )h,,ϕλ ,  ove di interesse. In questo 

modo, la linearizzazione delle equazioni di collinearità, rispetto alle coordinate del punto oggetto in esame e 

del punto di presa, è ottenuta moltiplicando i termini ottenuti dalle usuali derivate per lo Jacobiano delle 

coordinate cartesiane rispetto a quelle geodetiche. Si noti invece come le derivate rispetto agli angoli 

d’assetto rimangano le stesse. Di conseguenza l’espressione linearizzata delle equazioni di collinearità 

assume la seguente forma simbolica: 

 

;

h

G λ
ϕ

=     

0

0

0

0

h

G λ
ϕ

=  

( )
( )
( )

( )( ) ϕ
λϕ
λϕ

sin heN

sin coshN

cos coshN

GXX

+−
+
+

==
21

 

;

k

ϕ
ω

ψ =   ( )ψ11 rr =   ( )ψ=
22
rr   ( )ψ33 rr =  

 

δψ
∂ψ
∂

∂
∂

∂ψ
∂

∂
∂δ

∂
∂

∂
∂δ

∂
∂

∂
∂









++++= 3

3

1

1
0

0

0

0

r

r

xr

r

x
G

G

X

X

x
G

G

X

X

x
x~x  

δψ
∂ψ
∂

∂
∂

∂ψ
∂

∂
∂δ

∂
∂

∂
∂δ

∂
∂

∂
∂









++++= 3

3

2

2
0

0

0

0

r

r

yr

r

y
G

G

X

X

y
G

G

X

X

y
y~y  

 

Le equazioni di collinearità, in questa forma, sono particolarmente adatte per trattare osservazioni di 

fotogrammetria dallo spazio. Anche i punti di appoggio devono ovviamente essere dati in coordinate 

geodetiche. Questo significa essenzialmente che l’ondulazione del geoide deve essere sommata all’altezza 

ortometrica di ogni punto di appoggio: h = H + N. Le equazioni di vincolo dei punti di appoggio sono fornite 

dalle relazioni: 
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0=δλ  

0=δϕ  

0=hδ  

 

Si noti che la stessa condizione e gli stessi vincoli sono necessari per definire il sistema di riferimento per la 

compensazione congiunta di reti geodetiche e blocchi fotogrammetrici. 

 

2.1 Le fasi della trasformazione proiettiva – Disti nzione dei parametri 

La tecnica fotogrammetrica è fondata sulla trasformazione di una prospettiva (o di una coppia di prospettive) 

in una proiezione (ortogonale) quotata dell’oggetto raffigurato. Tale trasformazione può avvenire tramite 

calcolo numerico, oppure operazioni meccaniche o grafomeccaniche; nel primo caso si parlerà di 

fotogrammetria analitica e nel secondo di fotogrammetria analogica. 

Oggi la fotogrammetria analogica è stata totalmente sostituita da quella analitica. Tuttavia le equazioni di 

collinearità sono nella pratica poco usate, per una questione di trascinamento culturale e per il fatto che, pur 

essendo dal punto di vista concettuale corrette, dipendono da parametri non – lineari e non si ha alcuna 

certezza sulla relativa facilità di acquisizione dei valori approssimati di questi. 

Allora il problema consiste nello scrivere un sistema di equazioni con relazioni che utilizzano parametri 

approssimati di meno difficile acquisizione. Questo può avvenire se tali parametri possono essere non tutti 

utili insieme, avere valori approssimati nulli od unitari, e dare la possibilità di soluzione del sistema stesso 

con calcoli abbastanza semplici. 

Prendendo in considerazione due immagini, le quattro equazioni di collinearità si particolarizzano nel modo 

seguente: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )011133011132011131

011113011112011111
1

ẐẐr̂ŶŶr̂X̂X̂r̂

ẐẐr̂ŶŶr̂X̂X̂r̂
cx

...

...

−+−+−
−+−+−−=°  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )011133011132011131

011123011122011121
1

ẐẐr̂ŶŶr̂X̂X̂r̂

ẐẐr̂ŶŶr̂X̂X̂r̂
cy

...

...

−+−+−
−+−+−−=°  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )022233022232022231

022213022212022211
2

ẐẐr̂ŶŶr̂X̂X̂r̂

ẐẐr̂ŶŶr̂X̂X̂r̂
cx

...

...

−+−+−
−+−+−−=°  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )022233022232022231

022223022222022221
2

ẐẐr̂ŶŶr̂X̂X̂r̂

ẐẐr̂ŶŶr̂X̂X̂r̂
cy

...

...

−+−+−
−+−+−−=°  

 

In esse sono contenuti i dodici parametri di ORIENTAMENTO ESTERNO: 

 

� coordinate dei punti di presa: 

 

010101 Z ,Y ,X   020202 Z ,Y ,X  

 

� angoli d’assetto dei sensori: 
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111 k , ,ϕω   222 k , ,ϕω  

 

E’ possibile definire una nuova notazione per la prima immagine, supponendo che le coordinate della stessa 

siano le traslazioni da dare al sistema di riferimento per portarlo in quel punto e cambiando, per comodità, 

nome agli angoli: 

 

K , , ,t ,t ,t zyx ΦΩ  

 

Questi parametri sono detti di orientamento assoluto del modello dalla coppia di immagini. Con una 

notazione conseguente alla scelta fatta per la prima immagine, i parametri della seconda diventano: 

 

kK   ,   ,   ,zt   ,yt   ,xt zyx ∆ϕ∆Φω∆Ω∆∆∆ ++++++  

 

inoltre imponendo che gli spostamenti contengano in modo esplicito un fattore di scala ( )λ  e chiamando 

nuovamente le variazioni degli angoli ( )222 k , ,ϕω , si ha: 

 

222 kK   ,   ,   ,bt   ,bt   ,bt zzyyxx ++++++ ϕΦωΩλλλ  

 

I secondi addendi delle notazioni trovate sono detti parametri di ORIENTAMENTO RELATIVO e 

rappresentano la variazione di posizione ed assetto della seconda immagine rispetto alla prima. Questi 

sembrerebbero addirittura sette, cosa del tutto assurda; allora per mantenere la congruenza con la 

notazione precedente e, volendo mantenere la scala come incognita, occorre togliere un’altra incognita. 

Usualmente si suppone nota la componente xb , perché meglio segue la direzione della base: 

 

222
zyx ∆∆∆∆ ++=  

 

ovvero alla scala dell’oggetto: 

 

222
zyx ∆∆∆∆ −−=   ed essendo: bλ∆ =   si ha: 222

zyx bbbb ++=  

 

ovvero alla scala dell’oggetto: 

 

222
zyx bbbb −−= .  

 

Inoltre poiché la scala λ non è una variazione di forma, ma solo di dimensione, essa è considerata un 

parametro di orientamento assoluto. Allora i parametri di orientamento relativo sono solo cinque: 
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222 k , , ,b ,b zy ϕω
 

 

e si riferiscono per costruzione ad un orientamento relativo asimmetrico. Se si ridefiniscono poi gli angoli 

d’assetto della prima immagine: 

 

111 0 k  ,  , ϕω =  

 

i cinque parametri ( )22211 k , , ,k , ϕωϕ  sono detti parametri di orientamento relativo simmetrico. I parametri 

di ORIENTAMENTO ASSOLUTO, cioè quelli che riguardano l’orientamento della coppia di immagini, sono 

allora i sette rimanenti: 

 

K , , , ,t ,t ,t zyx ΦΩλ
 

 

Essi rappresentano una rototraslazione nello spazio più una variazione di scala e legano le coordinate di un 

punto del modello ottenuto orientando relativamente le due immagini alle coordinate del corrispondente 

punto dell’oggetto. 

Sostituire i dodici parametri, appena definiti, nelle equazioni di collinearità non ha senso, perché si 

tornerebbe alla situazione di partenza. Il problema è di cercare nuove equazioni che effettuino, in 

successione, l’orientamento relativo e l’orientamento assoluto (queste due tappe dovrebbero, almeno in 

teoria, condurre allo stesso risultato delle equazioni di collinearità). 

 

2.2 Principio di complanarità – orientamento relati vo 

L’orientamento relativo di due immagini si esprime matematicamente, mediante la condizione di 

complanarità dei raggi omologhi fra punti immagine relativi ad uno stesso punto oggetto. Infatti considerando 

lo schema costituito da due punti di presa e dai punti immagine di un unico punto oggetto su due immagini, 

le due rette passanti rispettivamente per P1O1 e P2O2 devono essere complanari con la base e, 

riferendosi ad un sistema di riferimento con origine in O1 e coassiale alla prima immagine, si può scrivere il 

determinante: 

 

0

0

0

0

1111

2

21

21 =

+−
+
+

ζ
η
ξ

zz

yy

xx

bcb

byb

bxb

 

 

dove, poiché le coordinate di P
2

 hanno origine in O
2

, le componenti della base ( )zyx b ,b,b  determinano la 

traslazione, mentre le coordinate ( )222 ζηξ  , ,  sono ruotate tramite gli angoli d’assetto ( )222 k , ,ϕω  della 

seconda immagine, per avere congruenza fra i due sistemi di riferimento (Fig. 2.2). 
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O

P

Q

O

P

Q

1

1

1

2

2

2

 

Figura 2.2 – Principio di complanarità. 

 

Attraverso semplici combinazioni lineari tra righe e colonne si può semplificare tale determinante, fino a 

ridurlo alla forma: 

 

0

2

21

21

=
− ζ

η
ξ

cb

yb

xb

z

y

x

 

 

CONDIZIONE DI COMPLANARITÀ per l’orientamento relativo asimmetrico. Pertanto posto: 

 

( )
c

y

x

k , ,RT

−
= 2

2

2222

2

2

2

ϕω
ζ
η
ξ

 

 

e sviluppando il determinante, si ottiene: 

 

( ) ( ) ( ) 02121221221 =−++−+ ξηξζηζ yxbcxbcyb zyx  

( ) ( )[ ]+−++−+ cryrxrccryrxrybx 32222212332232131  

( ) ( )[ ]+−++−+− cryrxrccryrxrxby 31221211332232131  

( ) ( )[ ] 0312212111322222121 =−++−++ cryrxrycryrxrxbz   

 

Anche l’equazione di complanarità è non – lineare; per risolverla come sistema, occorre linearizzarla 

attraverso uno sviluppo in serie di Taylor: 

 

02
2

2
2

2
2

=







+








+








+








+














+ k

k

CCC
b

b

C
b

b

C
C
~

z
z

y
y

δ
∂
∂δϕ

∂ϕ
∂δω

∂ω
∂δ

∂
∂δ

∂
∂
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dove le sue derivate hanno espressione: 

 

( )221 ξζ
∂
∂ ~

c
~

x
b

C

y

+−=    2121 ξη
∂
∂ ~

y~x
b

C

z

+=  

( ) ( )[ ]++−−+−+= cr~yr~xr~ccryr~xr~yb
C

x 33223213322222121
2∂ω

∂
 

         ( ) ( )cr~yr~xr~xb
~

cryr~xr~xb
~

zy 332232131322222121 +−−+−+−  

( )( )+++−−= c~sin~cosyk
~

sin~cos~cosxk
~

cos~cos~cosxb
~

yb
~C

yx 222222222211
2

ϕωϕωϕω
∂ϕ
∂

 

        ( )( )+−−++ c~sin~sinyk
~

sin~cos~sinxk
~

cos~cos~sinxb
~

cb
~

zx 22222222221 ϕωϕωϕω  

     ( )( )ccosysinksinxk
~

cos~sinybcb zy 22222221 ϕϕϕ −+−+−  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]+−+−−−+−= 21122121322312122222132231
2

yr~xr~cyr~xr~xb
~

yr~xr~cyr~xr~yb
~

k

C
yx∂

∂
 

     ( ) ( )[ ]21122112122221 yr~xr~yyr~xr~x~b
~

z −−−+  

 

tenendo opportunamente conto delle matrici derivate, rispetto agli angoli di Cardano, della matrice di 

rotazione (si veda, a proposito, il paragrafo successivo). Lo stesso procedimento può essere adottato per 

l’orientamento relativo simmetrico; in questo caso lo stesso determinante ha forma: 

 

0

00

00

0

1111

21

21

21 =
+

ζζ
ηη

ξξ xx bb
 

 

nella quale si è posto: 

 

( )
c

y

x

k , ,RT

−
== 1

1

1111

1

1

1

0 ϕω
ζ
η
ξ

 

 

( )
c

y

x

k , ,RT

−
= 2

2

2222

2

2

2

ϕω
ζ
η
ξ

 

 

Procedendo, in modo analogo al caso precedente, e riducendo convenientemente il determinante, si ottiene: 
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0

0

0

21

21

21

=
ζζ
ηη
ξξxb

 

 

condizione di complanarità per l’orientamento relativo simmetrico. Sviluppando il determinante ed eseguite le 

sostituzioni dovute, si ottiene: 

 

02121 =− ηζζη  

 

   ( )( ) +−+−+ cryrxrcryrxr ...... 2332223221313211221112  

( )( ) 02322222221213311231113 =−+−+− cryrxrcryrxr ......  

 

La linearizzazione è concettualmente identica a quella eseguita per l’orientamento relativo simmetrico: 

 

02
2

2
2

2
211

=







+








+








+








+








+ k

k

CCC
b

k

C
b

C
C
~

zy δ
∂
∂δϕ

∂ϕ
∂δω

∂ω
∂δ

∂
∂δ

∂ϕ
∂

 

 

e le sue derivate hanno espressione: 

 

( )( )
( )( )c~sin~cosyk

~
sin~cos~cosxk

~
cos~cos~coscr~yr~xr~        

csinksinyk
~

sin~cos~sinxk
~

cos~cos~coscr~yr~xr~
C

...

...

111111111123222222212

111111111123322232213
1

ϕωϕωϕω

ϕϕωϕω
∂ϕ
∂

−+−−+−

+−−−−+=
 

( )( )

( )( )1113112323322232213

1112112223222222212
1

yr~xr~cr~yr~xr~       

yr~xr~cr~yr~xr~
k

C

.....

.....

−−+−

+−−+=
∂
∂

 

( )( )

( )( )cr~yr~xr~cr~yr~xr~        

cr~yr~xr~cr~yr~xr~
C

......

......

2332223221313311231113

2322222221213211221112
2

+−−−+−

+−+−+=
∂ω
∂

 

( )( )
( )( )csinksinyk

~
sin~cos~sinxk

~
cos~cos~coscr~yr~xr~        

c~sin~cosyk
~

sin~cos~cosxk
~

cos~cos~coscr~yr~xr~
C

...

...

222222222213311231113

222222222213211221112
2

ϕϕωϕω

ϕωϕωϕω
∂ϕ
∂

−−−−+−

+−+−−+=
 

( )( )

( )( )2212222213311231113

2213223313211221112
2

yr~xr~cr~yr~xr~       

yr~xr~cr~yr~xr~
k

C

.....

.....

−−+−

+−−+=
∂
∂

 

 

La trasformazione fra i parametri dell’orientamento relativo simmetrico e quelli dell’orientamento relativo 

asimmetrico, e viceversa, è data dalle seguenti relazioni: 
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1

11

11

ϕ
ϕ
ϕ

sinb

sinkcosb

kcoscosb

z

y

x

=

=
=

  

x

y

z

b

b
 anarctk

b arcsin

=

=

1

1ϕ
 

 

( ) ( ) ( )111122222222 kRkRbbkR T
zx

T ϕϖϕϖϕϖ =  

( ) ( ) ( )111122222222 kRbbkRkR T
zx

TT ϕϖϕϖϕϖ =  

 

dove nel primo gruppo di espressioni si riconosce facilmente la trasformazione dalle coordinate polari nello 

spazio alle coordinate rettangolari nello stesso spazio e viceversa (a meno del raggio vettore). 

 

2.3 Calcolo delle coordinate modello 

Data la sopraccitata trasformazione di similitudine: 

 

( )
















−=
−

ji

jij

ij
Z

Y

X

Z

Y

X

k , ,R

c

y

x

0

0

0

222 ϕωλ  

 

si pone ora l’obiettivo di ottenere le espressioni delle coordinate modello, ivi sostituite alle coordinate 

oggetto. Dividendo per la scala ijλ ,  moltiplicando per la matrice inversa della matrice di rotazione jR  e 

ricordando le proprietà delle matrici ortogonali: T
jj RR =−1 ,  cioè: IRR j

T
j = , si ottiene: 

 

jiij

T
j

ij Z

Y

X

Z

Y

X

c

y

x

R

0

0

0
1 −=

−
λ

 

 

Operando tra le righe, si ottengono i quozienti, chiamati TANGENTI DI DIREZIONE ESTERNE: 

 

cryrxr

cryrxr

ZZ

XX

jijjijj

jijjijj

ji

ji

332313

312111

0

0

−+
−+

=
−
−

 

cryrxr

cryrxr

ZZ

YY

jijjijj

jijjijj

ji

ji

332313

322212

0

0

−+
−+

=
−
−

 

 

Nel prosieguo si considera solo l’orientamento relativo asimmetrico, ribadendo tuttavia la possibilità di 

procedere analogamente per l’orientamento relativo simmetrico. Per la prima immagine, dove il punto di 

presa ha coordinate 0(0,0,h) e gli angoli d’assetto sono tutti nulli (di conseguenza la matrice di rotazione 

R è la matrice identità), le suddette espressioni diventano: 
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c

x

hZ

X

−
=

−
1 ;      

c

y

hZ

Y

−
=

−
1  

 

Per la seconda immagine invece, dove il punto di presa ha coordinate ( )zyx bh,b,b +  e gli angoli d’assetto 

possono essere qualsiasi, le stesse espressioni diventano: 

 

( ) cryrxr

cryrxr

bhZ

bX

z

x

33223213

31221211

−+
−+=

+−
−

  ( ) cryrxr

cryrxr

bhZ

bY

z

y

33223213

32222212

−+
−+=

+−
−

 

 
Tali relazioni devono essere esplicitate per ottenere le espressioni delle coordinate modello. 

 

Calcolo della Z:  

 

( )
c

x
hZX

−
−= 1  

( ) ( )
cryrxr

cryrxr
bhZb

c

x
hZ zx

33223213

312212111

−+
−+++−+=

−
−  

 

da cui: 

 

cr̂yr̂xr̂

cr̂yr̂xr̂

c

x
cr̂yr̂xr̂

cr̂yr̂xr̂
bb

hẐ
zx

33223213

312212111

33223213

31221211

−°+°
−°+°

−
−
°

−°+°
−°+°

−
+=  

 
Calcolo della X:  

 

( )
c

x
hẐX̂

−
°−= 1  

 
Calcolo della Y:  

 

( )
c

y
hẐŶ

−
°−= 1

1  

( )( )
cr̂yr̂xr̂

cr̂yr̂xr̂
b̂hẐb̂Ŷ zy

33223213

32222212
2 −°+°

−°+°+−+=  

 

La coordinata Ŷ  è poi calcolata come la media delle due, trovate in precedenza, perché i valori ottenuti 

saranno circa uguali e per darne un giudizio critico si calcola la differenza: 
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12 ŶŶV̂ −=  

 

detta PARALLASSE D'ALTEZZA RESIDUA dopo l'orientamento relativo alla scala del modello. Queste 

formule hanno valore generale, in quanto non si hanno restrizioni sui valori degli angoli d’assetto. 

I risultati ottenuti non sono altro che i dati pseudosservati per la successiva operazione di orientamento 

assoluto del modello. 

 

°= uX̂ ; °= vŶ ; °= wẐ  

 

2.4 Orientamento assoluto 

Le coordinate (u,v,w) di un punto qualsiasi del modello sono collegate alle coordinate (X,Y,Z)  del 

corrispondente punto dell'oggetto, da una relazione di rototraslazione nello spazio più una variazione di 

scala, unica per tutto il modello, che definisce l’orientamento assoluto del modello stesso: 
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Questa, linearizzata in serie di Taylor, ha espressione: 
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essendo: 
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Le coordinate modello sono il risultato di un’operazione precedente. Infatti esse sono innanzitutto output 

dell'operazione di orientamento relativo e diventano poi input per quella di orientamento assoluto; tuttavia 

esse vengono usualmente considerate come direttamente osservabili e trattate come osservazioni 

indipendenti e di uguale precisione. 
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2.4.1 Un giudizio statistico ed altre questioni sta tistiche e numeriche 

Partendo dalla misura delle coordinate immagine, ipotizzando misure indipendenti e di uguale precisione ed 

applicando il criterio dei minimi quadrati alle equazioni di collinearità, poiché si trovano direttamente le 

coordinate oggetto, i risultati ottenuti sono del tutto rigorosi. Se questo è trasferito alla condizione di 

complanarità, si ottengono risultati rigorosi fino al passaggio dall’orientamento relativo a quello assoluto: vale 

a dire fino al calcolo delle coordinate modello, in quanto queste ultime non possono più essere considerate 

indipendenti e di uguale precisione. Allora il procedimento a due tappe (orientamento relativo + orientamento 

assoluto) è approssimato dal punto di vista statistico, perché perde la proprietà di sufficienza delle stime nel 

passaggio da un orientamento all’altro. Tuttavia è utilizzato per la sua semplicità e per il fatto che, se si 

dovesse tenere conto delle matrici di varianza – covarianza di tutti i parametri intermedi, non avrebbe alcun 

significato una procedura a due tappe, quando si sarebbe ritornati, con qualche complicazione in più, al 

procedimento delle equazioni di collinearità. 

Per quanto riguarda invece gli aspetti numerici, trattandosi di compensazioni ai minimi quadrati o, in 

alternativa, facendo uso di procedure robuste, nessun problema numerico è dato di problemi indicati come 

vertice di piramide o doppio vertice di piramide (risolti entrambi mediante le equazioni di collinearità), come 

pure per l’orientamento relativo, sia nel caso asimmetrico che in quello simmetrico) e per l’orientamento 

assoluto. Problemi di calcolo sono invece presenti nella triangolazione aerea, sia a modelli indipendenti che 

a stelle proiettive, dove è necessario fare ricorso a metodi diretti per matrici sparse, preceduti da opprtuni 

algoritmi di riordino e/o dissezione dei grafi corrispondenti alle suddette matrici. Resta da osservare, come 

anche i piccoli problemi esposti, appena sopra, diventino computazionalmente complessi, quando si operi 

con il metodo della minima mediana dei quadrati degli scarti – residui (ovvero del minimo mav dei moduli 

degli scarti – residui), dove la soluzione richiede di eseguire in successione tanti sistemi, quanti sono 

determinati dal binomio di Newton fra il numero di osservazioni o equazioni ed il numero di incognite o 

parametri. 

Infine di nuovo ad aspetti statistici, propriamente detti, è doveroso sottolineare l’importanza della validazione 

preliminare dei dati (misure, altre osservazioni, dati ausiliari), la necessità di controllare l’affidabilità dello 

schema di misura ed il buon condizionamento dei parametri adottati, l’importanza di governare tutti i 

passaggi non – lineari del modello funzionale (con il problema, non secondario, di ricercare i valori 

approssimati delle incognite, ove questi non siano già disponibili o di facile determinazione), come pure del 

modello stocastico (in particolare, fra osservazioni diverse fra loro: coordinate immagine, parametri di 

calibrazione, punti di appoggio, grandezze inerenti il campo della gravità e quello della rifrazione, ecc.), e 

della norma (nel caso di impiego di procedure robuste), l’utilità di valutare tutti i risultati ottenuti mediante 

opportuni test statistici (semplici o multipli, della normalità o non – parametrici, diretti o sequenziali). 

 

2.5 Effetto della rifrazione atmosferica sulle pres e – Polinomi di autocalibrazione 

La correzione ∆s, dovuta alla rifrazione atmosferica, da apportare al segmento misurato s°°:  

 
s° °  =  s°  +  ∆s 

 

permette di ottenere il segmento geometricamente corretto s° tra il punto principale e il punto immagine. 
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Figura 2.5 – Effetto della rifrazione atmosferica. 

 

Infatti con riferimento alla figura 2.5, se si considera il principio di collinearità, partendo dal punto P', si 

otterrebbe un punto Q'  diverso da Q: ciò significa che questo principio, così come considerato finora, 

risulterebbe falso. Per il calcolo della correzione si può usare la formula comunemente impiegata nella 

livellazione trigonometrica: 

 

d
R

K

2
=β  

 

dove K  è il coefficiente di rifrazione atmosferica ed R il raggio di curvatura terrestre. Come noto, alle 

latitudini temperate, in generale, esso varia tra 0.13 e 0.15.  In base alla similitudine dei triangoli, si può 

scrivere la proporzione: 

 

c:hs:d =°  

 

da cui si ricava: 
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D’altra parte l'angolo: αγβ −= ,  è la differenza tra gli angoli α e γ, sotto definiti: 
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dove l’angolo β è un angolo molto piccolo, per cui è possibile approssimare la sua tangente all'angolo 

stesso. Allora effettuate tutte le sostituzioni si ottiene: 

 

( ) αγαγβ tantantantantan −=+1  
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dove l’ultimo termine dentro la parentesi è un infinitesimo di ordine superiore, pertanto trascurabile. 

Dopodiché raccogliendo opportunamente, si ha: 
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Il termine 22 cs°°  può avere valore massino unitario e, attribuendo valori indicativi approssimati, si ottiene: 
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dove h è l’altezza di volo o dell’orbita, oppure la profondità di campo, misurata in km. Come evidente, anche 

questo numero è piccolissimo, pertanto trascurabile. Di conseguenza l’espressione della correzione dovuta 

alla rifrazione atmosferica, risulta: 
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e la legge di propagazione degli errori, supposti indipendenti, ne fornisce la varianza e, a riguardo, occorre 

precisare che, se l’immagine fosse fortemente inclinata, il calcolo della correzione dovrebbe essere 

effettuato su un’immagine idealmente orizzontale. 
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La rifrazione atmosferica standard non è tuttavia l'unica causa di errore che ricorre nelle operazioni 

fotogrammetriche. Infatti bisogna ricordare che esistono errori dovuti alla rifrazione atmosferica anomala, 

non corretti con la formula precedente, ed altri dovuti alle strumentazioni usate. Alcuni di essi sono causati 

dal sensore che, mentre nelle considerazioni geometriche è ritenuto puntuale, in realtà è costituito da una 

lente larga e spessa, per poter al meglio, ma non sempre a sufficienza, correggere l’aberrazione cromatica e 

gli effetti di distorsione radiale e tangenziale. 

Un altro problema è costituito dal fatto che l'immagine può essere raccolta su un supporto analogico o 

digitale. Nel primo caso, esso è generalmente una pellicola di acetato e può subire deformazioni, per azione 
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della molla di trazione della pellicola di acetato e nelle fasi di sviluppo e stampa. Nel secondo caso, 

l’immagine è una matrice di toni di grigio; tuttavia la sua memorizzazione richiede comunque un supporto 

analogico (elettronico) che rimanda, a sua volta, ad operazioni di calibrazione. Si noti inoltre, come anche la 

conversione analogico – digitale, operata mediante digitalizzazione fotogrammetrica ad uno scanner, 

necessita della conoscenza dei parametri di calibrazione dello stesso. 

Infine bisogna considerare che il punto principale può non essere in perfetta coincidenza con l’origine delle 

coordinate dell’immagine ed anche la lunghezza focale effettiva può non corrispondere esattamente al 

valore della calibrazione del sensore. Si badi poi che questi errori di taratura, propriamente detti, sono ben 

più importanti dei precedenti perché, in generale, di ampiezza comparabile con gli errori accidentali di 

misura. 

Su tutti questi errori, che si spera rimangano piccoli, si interviene con modelli deterministici cosiddetti neri, 

cioè con termini correttivi dei parametri di ORIENTAMENTO INTERNO, per sanare alla cieca i guasti 

presenti. Infatti quando le leggi sono conosciute senza dubbio, ed occorre solo stimarne i coefficienti, si 

adottano modelli cosiddetti grigi; invece se i dubbi sussistono anche sulle leggi impiegate, cosicché queste si 

devono pressoché inventare, si è in presenza di modelli cosiddetti neri. Allora se si misurano le coordinate 

immagine (x°° ,y°°),  di un qualsiasi punto, invece di quelle geometricamente corrette (x° ,y°),  le 

equazioni di collinearità diventano: 
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dove P e Q sono due POLINOMI DI AUTOCALIBRAZIONE, in funzione delle coordinate immagine del 

punto e possono avere forma del tipo: 
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I coefficienti ( )0000 b,a  correggono il punto principale (cioè spostano l'origine delle coordinate); i coefficienti 

( )10011001 b,b,a,a , correggono la lunghezza focale (necessitando di un oggetto 3D), ruotano (in tal caso, la 

rotazione trovata coincide con la rotazione k dell’orientamento esterno) e torcono l’immagine (cioè 

definiscono le scale delle coordinate ed effettuano la rotazione e la torsione dell’immagine). Inoltre se: 

 

1001 b̂â −=   e: 0110 b̂â =  
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si opera con una trasformazione conforme o di similitudine (allora la scala delle coordinate è unica e la 

torsione è nulla), in caso contrario, con una trasformazione affine generale (dove si hanno due scale distinte 

e anche l’angolo di rotazione non è lo stesso per tutte le direzioni; di conseguenza, a trasformazione 

avvenuta, non si ha la perpendicolarità fra rette in origine perpendicolari). Gli altri coefficienti permettono 

correzioni più sofisticate e complesse, corrispondenti a deformazioni non – lineari. La regressione multipla e, 

se del caso, l’analisi di varianza e le stime di covarianza permettono di procedere opportunamente alla 

scelta di un adeguato modello nero, così come la cluster analysis e le procedure robuste consentono la 

validazione preliminare dei dati e, se necessario, il loro compattamento. 

Se si inseriscono questi polinomi nella compensazione di una triangolazione aerea (presentata nel 

prosieguo, in relazione alla ricostruzione dell’oggetto), si possono avere difetti di rango, oppure comunque 

malcondizionamento. Infatti addizionando i polinomi di autocalibrazione al primo membro delle equazioni di 

collinearità, si osservano comportamenti differenti corrispondentemente ai diversi coefficienti. 

 

� I coefficienti 00â  e 00b̂  rappresentano il punto principale e non producono difetto di rango. 

�  I coefficienti 10â  e 01b̂  rappresentano la focale, oppure una variazione di scala e producono difetto di 

rango. Nel caso non fossero uguali, per una deformazione del supporto, cosa che determina una 

variazione di scala fra le coordinate immagine, si avrebbe un’ulteriore difetto di rango. Per sanare il 

difetto di rango, occorre conoscere una tangente di direzione, oppure due tangenti di direzione sugli assi 

X e Y, a seconda del tipo di difetto di rango. Queste tangenti si determinano come quoziente di distanze, 

(misurate direttamente) perpendicolari fra loro, per cui si ha: 
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Inoltre, poiché in fotogrammetria aerea è estremamente scomodo misurare direttamente h°, ma 

sfruttando la profondità di campo (ovvero la capacità di avere immagini nitide di oggetti posti a distanza 

iperfocale), è possibile misurare direttamente ∆h°, allora l’espressione delle tangenti diventa: 
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� I coefficienti 01â  e 10b̂  rappresentano una rotazione (indistinguibile dall’angolo k dell’orietamento esterno 

dell’immagine) ed una torsione, provocata dai effetti distorcenti (piccoli nella pratica fotogrammetrica), e 

producono difetto di rango, oppure comunque malcondizionamento. In generale, essi possono essere 

tralasciati; di conseguenza, il difetto di rango ed il malcondizionamento non devono essere sanati. 

� I coefficienti dei termini di grado superiore al primo, tanto per i termini puri, quanto per i termini misti, 

sono parametri corrispondenti a deformazioni non lineari e producono sempre difetto di rango. Per 

sanare ciascuna di queste (come, del resto, i difetti di rango dovuti ai coefficienti 01â  e 10b̂ , se 
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presenti), si devono conoscere tante tangenti di direzione sugli assi X e Y e sulle bisettrici dei 

quadranti, quanti sono i coefficienti non – lineari del polinomio. 

 
La pratica fotogrammetrica suggerisce di usare un numero parecchio sovrabbondante di punti di appoggio. 

In assenza di questa sovrabbondanza, un’alternativa reale a misure dirette sull'oggetto è costituita 

dall’impiego di un campo di punti, cosiddetto di taratura. 

 

3.1 La formazione del modello – Ricerca numerica es austiva dei valori approssimati 

La condizione di complanarità per l’orientamento relativo non può essere espressa in forma lineare tramite 

sostituzione di variabili. Nel caso generale, quando le prese non sono quasi nadirali, né quasi frontali, è 

necessario poter acquisire informazioni a priori sui valori approssimati dei parametri. In molti casi, queste 

informazioni sono disponibili già all’atto dell’acquisizione delle prese, mentre in altri casi devono essere 

ricercate numericamente. 

La ricerca numerica esaustiva dei valori approssimati dei parametri è possibile per l’orientamento relativo 

simmetrico, in quanto è chiuso il gruppo delle rotazioni ( )22211 k,,,k, ϕωϕ . Tutto ciò invece non è possibile 

per l’orientamento relativo asimmetrico. Infatti pur essendo chiuso il gruppo delle rotazioni ( )222 k,,ϕω , non 

è chiuso il gruppo delle traslazioni ( )zy b,b . Le relazioni per la trasformazione fra i parametri 

dell’orientamento relativo simmetrico e quelli dell’orientamento relativo asimmetrico, già esposta in paragrafo 

precedenza, permette comunque di ottenere i valori approssimati dei parametri per l’orientamento relativo 

asimmetrico, dati i valori approssimati dei parametri per l’orientamento relativo simmetrico. 

Come noto, la convergenza della linearizzazione delle funzioni trigonometriche degli angoli è accettabile fino 

a valori prossimi a π/6. Pertanto una scansione del gruppo delle rotazioni con un passo pari a π/4 permette 

di esplorare tutte la regione ammissibile dello spazio dei parametri (si veda, a riguardo, la seguente tabella). 

 

 ϕ1 k1 ω2 ϕ2 k2 

-π/2 ○   ○  

-π/4 •   •  

0 • • • • • 

π/4 • • • • • 

π/2 ○ • • ○ • 

3π/4  • •  • 

π  • •  • 

5π/4  • •  • 

3π/2  • •  • 

7π/4  • •  • 

○ k1≡0 se ϕ1≡±π/2 e/o k2≡0 se ϕ2≡±π/2 
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Per ciascuna delle 12800 sequenze che si ottengono combinando, in tutti i modi possibili, i casi ammessi 

dalla tabella sopra riportata, si risolve un sistema lineare, assumendo i dati di ogni sequenza quali valori 

approssimati dei parametri per l’orientamento relativo simmetrico. Nella pratica, il numero di sequenze è 

ancora ulteriormente aumentato di poco, così da poter trattare separatamente i poli dalle regioni 

circumpolari. La soluzione di ciascun sistema lineare fornisce le stime dei parametri per l’orientamento 

relativo simmetrico. La maggior parte di queste soluzioni converge a valori ammissibili. La soluzione trovata 

è registrata nell’insieme delle soluzioni accettabili solo se sigma zero è opportunamente piccolo. Un 

semplice confronto fra l’insieme delle soluzioni accettabili permette di ridurre le stesse alle sole soluzioni 

accettabili distinte fra loro. 

In generale, dette soluzioni sono in numero di quattro. Due soluzioni differiscono dalle altre due, per lo più, 

per un ribaltamento attorno all’asse x  (ω2=π ). Inoltre una rotazione della seconda immagine attorno 

all’asse z (k2=π ) caratterizza la differenza all’interno di ciascuna coppia di soluzioni. Essendo i quattro casi 

ben distinti fra loro è facile avere informazioni a priori sull’assetto dell’immagine nel caso specifico. Di 

conseguenza, è possibile selezionare il caso prescelto, nell’insieme delle quattro soluzioni trovate, e 

calcolare le stime dei parametri per l’orientamento relativo simmetrico atteso. 

 

3.2 Orientamento relativo – caso semplificato 

La condizione di complanarità per l’orientamento relativo (asimmetrico) può vantaggiosamente essere 

semplificata, nel caso di prese quasi nadirali o prese quasi frontali. Si consideri ancora la matrice di 

rotazione, limitandosi al caso delle prese quasi nadirali, oppure delle prese quasi frontali, dove le rotazioni 

sono piccole (ovvero gli angoli minori di 5°). Date le condizioni di linearizzazione, dove si pongono i coseni 

degli angoli uguali ad uno ed i seni degli stessi uguali all’arco sotteso, la matrice di rotazione può essere 

scritta in forma semplificata: 
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R
~

 

 

e trascurando nuovamente i termini di ordine superiore al primo: 

 

1

1

1

ωϕ
ω
ϕ

−
−

−
= k

k

R
~

 

 

Allora la condizione di complanarità per l’orientamento relativo asimmetrico, utilizzando la matrice di 

rotazione approssimata R
~

, diviene: 

 

( ) ( )[ ]++++−+− cyxkccyxybx 222222221 ωωϕ  

( ) ( )[ ]+−−+−+−− cykxccyxxby 222222221 ϕωϕ  
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( ) ( )[ ] 02222122221 =−−−+++ cykxy  cyxkxbz ϕω  

 

Trascurando ancora tutti i termini con elementi di secondo grado, dividendo per bc e raccogliendo i termini 

in ( )222 k,,,b,b zy ϕω , risulta: 

 

222
12

22
21211212

12 1 k̂xˆ
c

yx
ˆ

c

yy
cb̂

cb

yxyx
b̂

cb

cxcx
yyv z

x
y

x

−+






 +−
−

+
−

=°−°=° ϕω  

 

Infine sfruttando nuovamente il caso di prese quasi nadirali, oppure di prese quasi frontali, cosa che 

presuppone un valore piccolo: 

 

12 °−°=° yyy∆  

 

si ottiene: 

 

222
2

22

2
1212 1 k̂xˆ

c

yx
ˆ

c

y
cb̂y

cb

xx
b̂

cb

xx
yv z

x
y

x

−+







+−

−
+

−
=°=° ϕω∆  

 

dove i  due valori 1y  e 2y  possono essere confusi con il loro valor medio y . Il valore osservato: °=° yv ∆  

è detto PARALLASSE D’ALTEZZA OSSERVATA prima dell’orientamento relativo, mentre la stima del valore 

residuo v̂  è chiamata PARALLASSE D’ALTEZZA RESIDUA dopo l’orientamento relativo. 

 

3.3 Orientamento relativo – caso generale 

Riprendendo la condizione di complanarità per l’orientamento relativo asimmetrico, si vuole utilizzare questa 

per la formazione di un modello funzionale più generale. Infatti mentre nel caso semplificato si è ottenuta 

una sola quantità osservabile °y∆ , chiamata parallasse d’altezza, e le coordinate immagine x e y sono 

considerate numeri, in questo caso la parallasse d’altezza non è ben definita. Pertanto dato che gli assi dei 

due sensori (non quasi nadirali, oppure non quasi frontali) non coincidono approssimativamente con quelli 

del modello, occorre definire questi ultimi ex novo: 

 
� l’asse x con una direzione approssimativamente coincidente con quella della base del modello; 

� l’asse y (perpendicolare alla base) il più possibile aderente all’oggetto; 

� l’asse z (perpendicolare alla base) il meno possibile aderente all’oggetto. 

 

In base a queste considerazioni, le quantità osservabili sono quattro, ossia le coordinate immagine 

( )2121 y,y,x,x . Per ogni punto osservato si possono allora scrivere quattro equazioni di osservazione 

(diretta): 
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111 ûxx̂ =°−  

111 v̂yŷ =°−  

222 ûxx̂ =°−  

222 v̂yŷ =°−  

 

dove le quantità osservate, a meno di errori di misura o di modello, dovranno coincidere con le quantità 

stimate. A queste equazioni di osservazione si aggiunge, sempre per ogni punto, un’equazione di vincolo 

costituita dalla condizione di complanarità per l’orientamento relativo asimmetrico: 

 

0

222

111 =
ζηξ
ζηξ
ˆˆˆ

ˆˆˆ
b̂b̂b zyx

 

 

dove si è posto: 

 

( )
c

ŷ

x̂

k
~

 ,~ ,~R
ˆ
ˆ

ˆ
T

−
= 1

1

1111

1

1

1

ϕω
ζ
η
ξ

  e   ( )
c

ŷ

x̂

k̂ , ̂,ˆR

ˆ

ˆ

ˆ
T

−
ϕω=

ζ
η
ξ

2

2

2222

2

2

2

 

 

La linearizzazione in serie di Taylor è la stessa già eseguita, nei paragrafi precedenti, cui vanno aggiunte le 

derivate parziali rispetto a 11 y,x  e 22 y,x , così da collegare l’equazione di vincolo alle equazioni di 

osservazione. La soluzione del problema ai minimi quadrati vincolato può poi essere vantaggiosamente 

sostituita dalla soluzione di un problema ai minimi quadrati con pseudo – osservazioni sovrappesate. 

 

Coordinate modello 

Nel caso generale, la formazione del modello richiede una diversa strategia per il calcolo delle coordinate 

modello. Infatti la parallasse deve indicare la minima distanza nello spazio e non è, in generale, diretta come 

l’asse z, in fotogrammetria area, oppure come l’asse x, in fotogrammetria terrestre. Pertanto il vettore 

parallasse spaziale può essere espresso componendo tre vettori, ovvero i versori s  e t  definiti appena oltre 

(essendo λ  e µ  due opportuni fattori di scala), e la base b  (Fig. 3.3): 

 

) ( tbsp µλ +−=  

 

essendo: 

1

1

a

a
s −=   

2

2

a

a
t =  e: 

c

y

x
T

−
= 1

1

11 Ra   

c

y

x
T

−
= 2

2

22 Ra  
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Fig. 3.3 – Parallasse spaziale e sue componenti. 

 

Al fine di minimizzare la parallasse spaziale, occorre calcolare ed annullare le derivate del funzionale 

quadratico rispetto a λ  e µ , ottenendo i moltiplicatori di Lagrange ed il valore della parallasse spaziale: 

 

btstsbp pp λµλµλµλ 2222222 +−−++== b  

 

0222
2

=−−=
∂

∂
stsb

p
µλ

λ
  e 0222

2

=+−=
∂

∂
btst

p
λµ

µ
 

 

( )( ) ( )
( )21 ts

tbtsbs

⋅−
⋅−⋅⋅=µ̂   e 

( ) ( )( )
( )21 ts

tstbbs

⋅−
⋅⋅−⋅=λ̂  

 

)ˆ(ˆˆ tbsp µλ +−=  

 

Dopodiché le coordinate modello sono ottenute sommando o sottraendo metà della parallasse 

rispettivamente alla prima o alla seconda immagine: 

 

psA ˆˆ
2

1
1 += λ     e ptA ˆˆ

2

1
2 −= µ  

 

Procedura a tre immagini 

La ricerca esaustiva dei valori approssimati dei parametri di orientamento relativo, in generale, richiede di 

scegliere fra quattro soluzioni, anche se ben diverse fra loro. Questa necessità, talvolta fastidiosa per la 

necessità di dover scegliere una soluzione accettabile fra quattro soluzioni possibili, viene meno quando si 

opera con tre immagini. 

 

� Infatti formando due modelli fra tre immagini (prese ovviamente due alla volta), in generale, si hanno 

quattro soluzioni ammissibili per ciascun modello. 

� Successivamente concatenando fra loro questi due modelli, si ottengono sedici blocchi di cui solo due 

speculari fra loro, geometricamente accettabili. 
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� Infine l’orientamento assoluto di questi due blocchi permette di scegliere la configurazione compatibile 

con le coordinate oggetto e, ripercorrendo all’indietro l’intera procedura, stabilisce le uniche scelte 

corrette fra le tante ipotesi possibili. 

 

 2A 2B 2C 2D 

1A 1A – 2A 1A – 2B 1A – 2C 1A –2 D 

1B 1B – 2A 1B – 2B 1B – 2C 1B – 2D 

1C 1C – 2A 1C – 2B 1C – 2C 1C – 2D 

1D 1D – 2A 1D – 2B 1D – 2C 1D – 2D 

 

Concatenamento dei modelli ed orientamento assoluto 

L’algoritmo capace di effettuare tanto il concatenamento dei modelli, quanto l’orientamento assoluto dei 

blocchi fotogrammetrici, facendo ovviamente uso anche dei punti di appoggio, consiste nel calcolo di una 

trasformazione S nello spazio 3D. Questa trasformazione può essere facilmente ricondotta a forma lineare, 

come sarà mostrato più oltre in questo stesso lavoro, con una procedura che, pur falsificando il modello 

stocastico dei dati, può essere considerata sostanzialmente esatta, al pari di tante altre procedure spesso 

adottate per l’analisi dei dati. 

A riguardo, giova ricordare come le stime ai minimi quadrati, al pari di quelle calcolate facendo uso di 

procedure robuste, sono un’indicazione puntuale di un intorno più vasto nel quale la soluzione è ugualmente 

accettabile. Tutto ciò non solo implica tollerare una certa determinata approssimazione, inevitabile nello 

svolgimento dei calcoli, ma anche mette bene in luce come la statistica, fornendo le stime di valori centrali e 

delle loro dispersioni e dipendenze, in realtà indichi intervalli di probabilità dove trovare valori dei dati 

osservati, direttamente od indirettamente, compatibili con le relazioni fornite dai modelli adottati. 

 
3.3.1 La proposta di Inghilleri 

Inghilleri ha proposto di stimare, nell’orientamento relativo, anche una variazione di scala. Infatti misurando 

alcune distanze sull’oggetto, è possibile stimare anche questo termine, ovvero lasciare incognita anche la 

componente xb  della base. 

In questo caso, il sistema di equazioni è dato dall’unione delle equazioni di osservazione alle distanze e 

delle tre equazioni di vincolo (o di pseduo – osservazioni sovrappesate), riferite alle coordinate del modello 

per ogni punto estremo di una distanza misurata, con il sistema di equazioni di osservazione (diretta) e di 

vincolo (o di pseduo – osservazioni sovrappesate), relativo al caso generale, illustrato nel paragrafo 

precedente. 

 
3.4 Cilindro critico 

Dati tre punti noti, è possibile determinare, per intersezione inversa, un nuovo punto incognito, misurando gli 

angoli α e β, facendo stazione nel suddetto punto. Questo è ottenuto scrivendo le equazioni di due 

circonferenze, passanti per due punti noti e quello incognito, e facendone la intersezione. Tuttavia se tutti i 

quattro punti si trovano su un’unica circonferenza, si è in una situazione critica (ovvero si determina una 

configurazione degenere) ed il punto incognito è indeterminabile (Fig. 3.4.1 caso a e caso b) 
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αβ
α β β α

 

Fig. 3.4.1 – Intersezione inversa (caso a) e sua degenerazione (caso b). 

 

Questa condizione sfavorevole può presentarsi anche in fotogrammetria 2. Si consideri un oggetto di forma 

cilindrica (ad esempio, una valle ad U ) e si supponga la base di presa sulla generatrice del cilindro stesso.  

Allora è necessario riconfigurare il problema, ad esempio più in alto della circonferenza inviluppo, con una 

conseguente diminuzione della scala, oppure più in basso, con un ovvio restringimento dell’oggetto ripreso. 

Nel seguito si affronta lo studio analitico della configurazione detta CILINDRO CRITICO. Si consideri, a 

proposito, l’equazione dell’orientamento relativo asimmetrico, nel caso semplificato: 

 

01 222
2

22
=°−−+







 +−+ yk̂xˆ
c

yx
ˆ

c

y
cb̂

cb

x
yb̂

b

x
z

x
y

x

∆ϕω∆∆
 

 

ovvero approssimativamente alla scala media dell’immagine, dove sia ha: 1≅xb/x∆  

 

01 222
2

22

2

=°−−+







+−+ yk̂xˆ

c

yx
ˆ

c

y
cb̂

c

y
b̂ zy ∆ϕω  

 

Passando alle coordinate modello (Fig. 3.4.2) e ricordando che: 

 

                                                           
2 La trattazione dell’argomento, esposto in questo paragrafo, prende avvio da un’idea del Prof. Giovanni Battista Benciolini, formalizzata 
in un rapporto interno; a lui va il ringraziamento dell'autore. 

 

h

X

c

x =1   
h

Xb

c

x −=2  

 

h

Y

c

y =  

 

x

c

h

X b-X

x1 2

 

Fig. 3.4.2 – Coordinate modello. 

si ottiene: 
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( ) ( ) 01 2222

2

=°−−−−+







+−+ Yk̂Xbˆ

h

YXb
ˆ

h

Y
hb̂

h

Y
b̂ zy ∆ϕω  

 

Nel caso di configurazione cilindrica (Fig. 3.4.3), posto: 

 

 

 

22 YRRh −+=  

R
h

y

P

 

Fig. 3.4.3 – Sezione di cilindro. 

il coefficiente dell’incognita 2ω  risulta: 

 

( )
R

h

YRRR

h

YYRRYRR

h

Yh
2

22 22222222

2

22

=−+=+−+−+=+
 

 

Pertanto l’equazione dell’orientamento relativo asimmetrico, nel caso semplificato, ha espressione: 

 

( ) ( ) 02 222 =°−−−−+−+ Yk̂Xbˆ
h

YXb
ˆRb̂

h

Y
b̂ zy ∆ϕω . 

 

Introducendo due nuove incognite: 

 

( )21 2
2

1 ωψ ˆRb̂ˆ
y −=   e   ( )22 2

2

1 ωψ ˆRb̂ˆ
y +=  

 

si ricava: 

 

21 ψψ ˆˆb̂y +=    e   ( )122 2

1 ψψω ˆˆ
R

ˆ −=  

 

Di conseguenza, l’equazione precedente diventa: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

1
2 221212 =°−−−−++−−+ Yk̂Xbˆ

h

YXb
b̂

h

Yˆˆ
R

Rˆˆ
z ∆ϕψψψψ  

( ) ( ) 002 2221 =°−−−−+++ Yk̂Xbˆ
h

YXb
b̂

h

Yˆˆ
z ∆ϕψψ  
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Questo sistema di equazioni alle parallassi d’altezza è risolvibile soltanto se l’incognita 2ψ̂  è cancellata dal 

sistema. Tuttavia nell’analisi del problema posto dalla configurazione cilindrica, bisogna tenere conto anche 

della rugosità dell’oggetto che determina una differenziazione della grandezza h: 

 

δδ −−+=−= 22
0 YRRhh  

 

dove δ è la misura dello scostamento dal cilindro. 

Calcolando nuovamente il coefficiente dell’incognita 2ω̂  e trascurando, perché piccolo rispetto ad h , il 

termine 2δ , si ha: 

 

( ) ( ) =+−−+−+−=+
h

YYRRYRR

h

Yh 22222222 2 δδ
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h
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h
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
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
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R
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R
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Allora l’equazione sopracitata ha espressione: 

 

( ) ( ) 0
11

12 222 =°−−−−+












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h
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ˆ
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h

Y
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e, se si introducono ancora le due nuove incognite 1ψ  e 2ψ , si ottiene: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
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1
2

1
2 221212 =°−−−−++−
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









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( ) ( ) 0
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




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h

YXb
b̂
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Y
ˆ
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ˆ

z ∆ϕψδψ  

 
A rigore, il coefficiente di 1ψ̂  dovrebbe essere: 

 

δ






 −+
hR

11
2  

 
ma il termine contenente δ  può essere trascurato, sempre perché relativamente piccolo. Inoltre anche il 

coefficiente di 2ψ  può essere semplificato: 
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hhR

δδ ≅






 − 11
 

 

in quanto h  è approssimativamente uguale a 2R. Allora l’equazione dell’orientamento relativo asimmetrico, 

per il caso semplificato, diventa: 

 

( ) ( ) 0
1

2 2221 =°−−−−+++ Yk̂Xbˆ
h

YXb
b̂

h

Yˆ
h

ˆ
z ∆ϕψδψ  

 

In particolare, scelti i punti nelle sei posizioni canoniche, la matrice dei coefficienti delle equazioni 

d’osservazione risulta: 

 

1ψ  2ψ  zb  2ϕ  2k  

2 hδ  0 0 -b 

2 hδ  0 0 0 

2 hδ  ha  hab  -b 

2 hδ  - ha  0 0 

2 hδ  - ha  - hab  -b 

2 hδ  ha  0 0 

 

Allora dato il sistema normale, avendo disposto le incognite nell’ordine ( )zb,,k,, 2212 ϕψψ : 

 

2ψ  1ψ  2k  2ϕ  zb  

∑ 2
2

1 δ
h

 
0 0 0 0 
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0 -nb 2
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la matrice normale può essere partizionata in tre blocchi diagonali principali. Infatti indicata con a  la 

semialtezza del modello e con b  la sua larghezza (corrispondente alla base), essendo n  il numero di punti 

ed avendo supposto una distribuzione simmetrica di questi nelle sei posizioni canoniche, i blocchi 
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extradiagonali sono tutti nulli, con l’ulteriore ipotesi che la rugosità dell’oggetto costituisca una popolazione a 

media nulla. 

Il numero di condizione, calcolato come rapporto fra l’autovalore minimo e l’autovalore massimo della 

matrice normale, è un indicatore valido del buon condizionamento del sistema normale, ovvero della relativa 

lontananza dalla configurazione sfavorevole di cilindro critico. L’autovalore minimo ha valore: 

 

2
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L’autovalore massimo è il maggiore fra gli autovalori massimi dei due minori: 
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facilmente calcolabili, come radici delle rispettive equazioni caratteristiche di secondo grado. Il quoziente, 

costituito dal numero di condizione: 

 

max

min

λ
λε =  

 
è compreso tra i valori 0 e 1. Una situazione ideale fornisce il valore 1; tuttavia nella pratica fotogrammetrica 

si possono accettare valori inferiori, ad esempio, fino a 0.1. 

 

4.1 La ricostruzione dell'oggetto – Una soluzione q uasi esatta  
3
 

La relazione di rototraslazione nello spazio con variazione di scala che definisce l’orientamento assoluto di 

un modello può essere espressa in forma lineare tramite sostituzione di variabili. Si badi tuttavia che, come 

già detto in precedenza, la procedura capace di trasformare una trasformazione S nello spazio 3D, in forma 

lineare, falsifica il modello stocastico dei dati, pur potendo essere considerata sostanzialmente esatta, al pari 

di tante altre procedure spesso adottate per l’analisi dei dati. 

Si riprenda allora la relazione dell’orientamento assoluto, ovvero una trasformazione S nello spazio 3D: 
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3
 Corre il dovere di segnalare l’esistenza di soluzioni esatte al problema della ricostruzione dell’oggetto, tramite l’orientamento assoluto 

del modello, e tra queste, ad es., quella calcolata facendo uso del corpo sghembo dei quaternioni di Hamilton, così come è stata 
formulata e proposta da Sansò, dove la rotazione è rappresentata a quattro parametri, evitando di incorrere in singolarità, tipiche delle 
rapprrsentazioni a tre parametri. Tuttavia una simile trattazione è considerata estranea agli scopi del presente lavoro, in quanto richiede 
di anteporre, alla sua trattazione, come già detto in precedenza, la sua corrispondente algebra, comunemente non nota e non del tutto 
elementare. 
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Moltiplicando entrambi i membri a sinistra per TR  e dividendoli per λ , si ottiene: 
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Applicando ad entrambi i membri l’operatore E , si ottiene: 
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Dopodiché sottraendo l’espressione trovata a quella appena precedente, si ricava l’espressione: 
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nella quale i parametri di traslazione sono stati eliminati. Questi ultimi possono essere calcolati, alla fine del 

procedimento a seguire, risolvendo rispetto agli stessi l’espressione ricavata applicando l’operatore E :  
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Moltiplicando a sinistra entrambi i membri per il loro vettore trasposto, si ottiene un’equazione scalare nella 

sola incognita 2
jµ̂  (che rappresenta l’inverso del quadrato del fattore di scala jλ̂ ), in quanto IRR T

jj = , da 

cui si ha: 
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ZẐ

YŶ
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Per semplicità di scrittura, i vettori delle coordinate oggetto e modello, sono ridefinite nel modo seguente: 
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dando luogo al sistema nelle sole incognite contenute nella matrice di rotazione T
jR : 
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Introducendo la matrice di rotazione (razionale) di Rodriguez, al posto della consueta matrice di rotazione 

con gli angoli di Cardano, si ottiene l’espressione: 
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e moltiplicando a sinistra entrambi i membri per ( )jSI − , si ha: 
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Da quest’ultima espressione, è possibile esplicitare le incognite linear i  jâ ,  jb̂ ,  jĉ , contenute nella matrice 

di rotazione (razionale) di Rodriguez: 
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Questo sistema di equazioni può essere risolto a minimi quadrati, oppure facendo uso di procedure robuste, 

ottenendo così le stime delle suddette incognite lineari. 

Si noti come la matrice di rotazione di Rodriguez sia stata espressa ponendo a sinistra la matrice inversa di 

una matrice emisimmetrica, sottratta alla matrice identità, e a destra la stessa matrice emisimmetrica, 

sommata alla matrice identità, ottenendo una matrice trasposta (ovvero la matrice inversa) rispetto a quella 

già presentata. Infatti questa matrice è spesso espressa ponendo a sinistra una matrice emisimmetrica, 
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sottratta alla matrice identità, ed a destra la matrice inversa della stessa matrice emisimmetrica, 

sommata alla matrice identità. Tuttavia proprio la modifica adottata rende utile la moltiplicazione a sinistra 

per ( )jSI − , cosa che permette l’esplicitazione delle incognite lineari jâ ,  jb̂ ,  jĉ .  

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 222

222

222

222

122

212

221

1

1

cbaabcbac

abccbacab

baccabcba

cba
RT

+−−−+
+−+−−
−+−−+

+++
=  

 
Invece il fattore ½ che collega le suddette incognite lineari ai coefficienti della matrice (razionale) di 

Rodrigeuz, costituisce esclusivamente una semplificazione di notazione. 

 

4.2 Orientamento assoluto – metodo Anblock 

La relazione di rototraslazione nello spazio con variazione di scala che definisce l’orientamento assoluto di 

un modello può vantaggiosamente essere riportata, in forma lineare, anche come stabilito dal metodo 

Anblock. Si riprenda la relazione dell’orientamento assoluto: 
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moltiplicando entrambi i membri a sinistra per TR e dividendoli per λ ,  si ottiene: 
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dove TR  ha la seguente forma, in quanto gli angoli d’assetto Ω  e φ  si considerano piccoli: 
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Definite le grandezze ausiliarie: 

 

jjj
ˆK̂cosâ λ=   e  jjj

ˆK̂sinb̂ λ=  

 
da cui si ricava immediatamente: 
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ed inserendo tali grandezze nella relazione precedente, si ha: 
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In questo modo, le prime due righe della matrice hanno assunto forma lineare, rispetto ai parametri 

planimetrici dell’orientamento assoluto, mentre la terza mantiene, come in precedenza, tale forma rispetto ai 

parametri altimetrici. 

Si considerano, a riguardo i parametri presenti, suddivisi e raggruppati come segue: 

 

ii Ŷ,X̂   yx t̂,t̂   jj K̂,λ̂   (ovvero: jj b̂,â ) 

iẐ   
jzt̂   jj

ˆ,ˆ ΦΩ  

 

distinguendo così, nello spazio, due ambiti operativi: uno planimetrico e l’altro altimetrico. Per quanto 

riguarda λ ,  a rigore, questo dovrebbe essere una grandezza spaziale, ma si presume, nel caso di prese 

aeree, la planimetria molto più estesa dell’altimetria: ciò significa che le coordinate Z hanno una variabilità 

minore delle coordinate X,  Y.  

Inoltre è possibile mettere in evidenza tutti i parametri incogniti della matrice attraverso alcune semplici 

operazioni di algebra matriciale: 
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Allora distinguendo la planimetria dall’altimetria e ricordando che, come già detto in precedenza, si ha: 

 

ijij
v,umaxwmax °°<<°  

 
la prima equazione matriciale del metodo Anblock risulta: 
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â

uv

vu

Ŷ
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I valori approssimati λΦΩ ~
,

~
,

~
 sono presi dal risultato dell’iterazione precedente, a partire dai valori iniziali: 

0== ΦΩ ~~
. Inoltre per i punti d’appoggio si scrive anche l’equazione di vincolo (o di pseudo – osservazione 

sovrappesata): 
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Per quanto riguarda l’altimetria, si può riscrivere la seconda equazione matriciale del metodo Anblock nella 

seguente forma: 
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Anche in questo caso i valori approssimati K
~

 e λ~  sono presi dal risultato dell’iterazione precedente, senza 

alcun problema di avvio, considerando che si risolve sempre un sistema relativo alla planimetria, prima di un 

sistema relativo all’altimetria. Anche in questo caso, per i punti di appoggio si scrive l'equazione di vincolo (o 

di pseudo – osservazione sovrappesata): 

 

ii
ZẐ °=  

 
La soluzione finale si ottiene, in generale, al termine di tre o quattro cicli iterativi completi. 

 

4.2.1 La soluzione di Inghilleri 

Per semplificare ulteriormente il problema, Inghilleri ha proposto una nuova formulazione dello stesso 
4. 

Infatti poiché le coordinate di un punto oggetto sono funzione dei parametri di orientamento assoluto del 

modello cui appartiene: 

 

( )yxj

i

t̂,t̂,b̂,âF
Ŷ

X̂ =   e   ( )zji
t̂,ˆ,ˆGẐ ΦΩ=  

 
ed analogamente cambiando modello, ma riferendosi allo stesso punto oggetto si ha: 

                                                           
4 

E’ molto interessante notare come oggigiorno il problema del calcolo, per quanto ancora importante, non sia più così fondamentale, 
come quando questa soluzione è stata formulata e proposta. Alllora infatti risolvere un sistema a minimi quadrati, anziché seguire la via 
incerta delle soluzioni approssimate, era davvero una conquista, per ottenere la quale era indispensabile mettere in atto moltissimi 
accorgimenti, divenuti via, via superflui grazie all’incremento vertiginoso delle potenzialità informatiche. 
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( )yxh

i

t̂,t̂,b̂,âF
Ŷ

X̂ =   e   ( )zhi
t̂,ˆ,ˆGẐ ΦΩ=  

 

allora è possibile mettere in relazione tali coordinate, ottenendo per confronto: 

 

( ) ( )yxhyxj t̂,t̂,b̂,âFt̂,t̂,b̂,âF =   e   ( ) ( )zhzj t̂,ˆ,ˆGt̂,ˆ,ˆG ΦΩΦΩ =  

 
dove le espressioni formalmente indicate con la lettera F  e G,  sono rispettivamente fornite dai secondi 

membri delle equazioni del metodo Anblock. In questo modo, è possibile risolvere un sistema che elimina, 

dal numero delle incognite, tutte le coordinate dei punti oggetto e considera soltanto le incognite relative ai 

modelli. Stocasticamente questa nuova formulazione non crea problemi, se i punti modello vengono 

considerati due a due soltanto, tuttavia poiché questo, in generale, non si verifica, allora subentrano 

problemi di pesi doppi e correlazioni non considerati, sulla base di tutte le approssimazioni finora introdotte. 

 

4.3 Triangolazione aerea 

Le due vie maestre della fotogrammetria prevedono, come già detto in precedenza: 

 

� ORIENTAMENTO ESTERNO: mediante equazioni di collinearità; 

� ORIENTAMENTO RELATIVO + ORIENTAMENTO ASSOLUTO: secondo la condizione di complanarità 

seguita da una trasformazione di similitudine nello spazio (ovvero S nello spazio 3D). 

 

I suddetti procedimenti, tenuto conto anche dei punti di appoggio per il posizionamento del sistema di 

riferimento, si eseguono, nel primo caso, per ciascuna immagine e, nel secondo caso, per ciascuna coppia 

di immagini, formante un modello. 

Queste stesse operazioni, sfruttando l’interazione fra immagini, unite fra loro, mediante le coordinate oggetto 

dei punti in comune, detti punti di legame, possono essere eseguite su un intero blocco di strisciate. 

Analizzando il ricoprimento tra due immagini vicine, si ha ricoprimento longitudinale, cioè lungo ciascuna 

strisciata, e trasversale, cioè fra strisciate adiacenti (Figure 4.3.1 e 4.3.2 caso a e caso b). 

In ogni caso, si noti come sia possibile riscontrare il caso, riportato nella parte bassa delle figure relative al 

ricoprimento trasversale, in alcune configurazioni operative, derivanti da un non perfetto sincronismo delle 

strisciate. La pratica fotogrammetrica suggerisce di ricercare i punti di legame dapprima fra le strisciate 

sfruttando il ricoprimento trasversale, dove più difficile è la loro individuazione, e successivamente lungo 

ciascuna strisciata sfruttando il ricoprimento longitudinale, operazione, in generale, abbastanza agevole. 

Sul bordo si ha sempre meno accuratezza, affidabilità e rigidezza. Questa situazione può portare alla 

possibilità di avere mascheramento degli errori, oppure malcondizionamento del sistema, fatti che rendono 

necessaria l’introduzione di informazioni aggiuntive, ovvero di punti di appoggio, in numero ben superiore a 

quelli necessari per il posizionamento del sistema di riferimento. 

A tal proposito, occorre ricordare che, qualora il ricoprimento trasversale fosse del 20%, si avrebbe bisogno 

di punti di appoggio altimetrici anche all’interno che sono, in generale, ricavabili solo tramite operazioni in 

campagna e non dalla cartografia eventualmente già esistente. 
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� RICOPRIMENTO LONGITUDINALE (min 60%) 

a

b

A

B

C

 
Fig. 4.3.1 – A,B,C = punti presenti in due immagini. 

 

� RICOPRIMENTO TRASVERSALE (al 20%)     (al 60%) 

A B C

D E A B

 
Fig. 4.3.2 – A,B,C,D,E = punti presenti in due immagini A,B = punti presenti in tre immagini. 

 
A meno di effetti di bordo, accoppiando i due tipi di ricoprimento, è possibile dedurre l’osservabilità di un 

punto in un blocco fotogrammetrico: 

Osservabilità di un punto 

� Ricoprimento trasversale al 20% oltre a quello longitudinale: 

Punti centrali  3 
Punti estremi  (5) 6 

� Ricoprimento trasversale al 60% oltre a quello longitudinale: 

Punti centrali  (7) 9 

Punti estremi  (7) 9 

 

Questo presuppone che la scelta del tipo di ricoprimento trasversale deve essere eseguita in maniera 

opportuna, per non incorrere in operazioni che possono risultare onerose: durata del volo per la presa 

fotogrammetrica o numero di immagini di fotogrammetria dallo spazio da acquisire, oppure lavoro di 

campagna per la determinazione dei punti di appoggio. 

La pratica fotogrammetrica suggerisce di tenere distinti i punti di appoggio planimetrici (a prevalente sviluppo 

verticale) dai punti di appoggio altimetrici (a prevalente sviluppo verticale), cosicché entrambi siano tanto 
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topograficamente ben determinati e determinabili, quanto fotogrammetricamente ben individuabili e 

collimabili. 

Il procedimento che unisce le immagini, oppure i modelli, a sottoblocchi, come pure in un blocco unico, è 

chiamato TRIANGOLAZIONE AEREA. Il metodo che utilizza direttamente le equazioni di collinearità è detto 

a “stelle proiettive” (bundle), mentre quello successivo all’orientamento relativo e alla formazione dei modelli 

è detto a “modelli indipendenti” ed è spesso risolto con il metodo Anblock. Riassumendo e, ove necessario, 

mantenendo la distinzione tra i due metodi, si hanno: 

 

� 3 coordinate incognite per ogni punto oggetto; 

� 6 parametri incogniti per ogni immagine; oppure 7 parametri incogniti per ogni modello; 

� 2 coordinate osservate per ogni punto immagine; oppure 3 coordinate osservate per ogni punto modello; 

� 2 coordinate planimetriche osservate per ogni punto d’appoggio planimetrico; 

� 1 quota osservata per ogni punto d’appoggio altimetrico. 

 
Si può inoltre notare che non sussistono, in generale, problemi di scarsa ridondanza, né globali, né locali. 

Infatti prendendo in esame il caso generale in cui si hanno m modelli (7 incognite per ogni modello), oppure 

m+h immagini (6 incognite per ogni immagine), essendo h il numero di strisciate, e n punti oggetto (3 

incognite per ogni punto), le incognite del problema sono, rispettivamente: 

 

7 m+3 n    e  6 (m+h)+3 n 

 
valendo per qualunque strisciata la relazione: numero modelli uguali al numero di immagini meno uno. 

Per quanto riguarda invece il rapporto modelli (oppure immagini) punti oggetto, a meno degli effetti di bordo 

(poco significativi, se il blocco è, come usuale, sufficientemente grande), se i ricoprimenti sono abbastanza 

elevati si ha approssimativamente n = m. Tuttavia tenendo conto degli effetti di bordo e di eventuali difetti di 

ricoprimento trasversali, si suole assumere un valore n pari a 2 ÷ 3 volte m, per cui si ottiene: 

 
7 m+(2 ÷ 3) 3 m = 13 ÷ 16 m  e  6 (m+h)+(2 ÷ 3) 3 (m+h) = 13 ÷ 16 (m+h) 

 
Per quanto riguarda invece le osservazioni si ha: 

 
3 k m+3 l    e  2 k (m+h)+3 l 
 

essendo k il numero di punti appartenenti ad un modello, oppure il numero dei punti su un' immagine e l  il 

numero dei punti di appoggio. Pertanto poiché, con riferimento alla usuale prassi fotogrammetrica, il numero 

di punti appartenenti ad un modello è sempre maggiore o uguale a 6 e anche il numero di punti su 

un’immagine è sempre maggiore o uguale a 9, allora il numero delle osservazioni non potrà mai essere, né 

globalmente, né localmente, minore del numero delle incognite, confermando la fattibilità del procedimento. 

In fotogrammetria terrestre, data la configurazione solitamente parecchio irregolare dello schema di presa, è 

ovviamente molto più difficile definire, a priori, ricoprimenti e ridondanze. D’altra parte, sempre la pratica 



 45 

fotogrammetrica suggerisce, in generale, di non allontanarsi troppo, da quanto prescritto per la 

fotogrammetria aerea o dallo spazio. 

 

4.3.1 La proposta dell’OEEPE 

Al fine di migliorare i risultati ottenibili con la triangolazione aerea, l’OEEPE (European Organization for 

Experimental Photogrammetric Research) ha formulato alcune proposte, inerenti tanto al blocco 

fotogrammetrico, quanto alla rete d’appoggio. 

 

� Un ulteriore irrigidimento del blocco fotogrammetrico è dato dall’esecuzione totale (o quantomeno 

parziale), ove possibile, di un cross-block, costituito da strisciate ortogonali al blocco principale. 

� Un ulteriore incremento di precisione, accuratezza ed affidabilità e della triangolazione aerea è dato 

dalla misura di triplette (od almeno coppie) di punti di legame o di appoggio. 

� Una configurazione ottimale della rete di appoggio, in presenza comunque di un blocco fotogrammetrico 

con ricoprimento trasversale al 60%, è data dall’esecuzione sul perimetro di questo di un doppio anello 

intrecciato di poligonali geometriche, con collegamenti multipli a punti di appoggio propriamente detti. 

� Un trattamento ottimale di tutte le osservazioni, derivate dalla triangolazione aerea, è dato dalla 

compensazione congiunta (joint adjustment) del blocco fotogrammetrico e della rete di appoggio, 

facendo debita attenzione alla scelta dei pesi per i vari tipi di osservazioni. 

 
Considerazioni relative alle procedure robuste sono da tenere in conto, in relazione alla presenza di 

eventuali errori grossolani, solitamente fino al 1% ÷ 2% delle osservazioni del blocco stesso, come insegna 

la sopraccitata pratica fotogrammetrica. Queste compensazioni sono oggigiorno numericamente computabili 

attraverso la procedura dei minimi quadrati ripesati, oppure con il metodo della minima mediana degli scarti 

quadratici, operando su su piccolissimi sottoblocchi in modo ancora più robusto. 

 

PARTE II – ELABORAZIONE DI IMMAGINI 

 

5.1 Acquisizione di immagini digitali 

La fotogrammetria si potrebbe definire, in modo molto sintetico, come la tecnica per ottenere una descrizione 

di un oggetto, a partire da immagini dell'oggetto. Il campo della fotogrammetria digitale comprende le 

tecniche fotogrammetriche che si basano su immagini digitali (Fig. 5.1). 

Con l'oggetto esteso in tre dimensioni e le immagini solo in due, una singola immagine, in generale, non 

contiene informazioni sufficienti per una adeguata descrizione dell'oggetto. Allora sono necessarie più 

immagini, prese da posizioni diverse. L'oggetto può essere descritto a diversi livelli di astrazione. Una 

descrizione a basso livello di astrazione è quella della forma e del colore dell'oggetto. La suddivisione della 

superficie dell'oggetto in elementi, con un significato particolare, in un determinato contesto applicativo (ad 

esempio, il delineamento di strade, fiumi, ecc.) è invece una descrizione ad un livello di astrazione più 

elevato. 

In questi anni, la fotogrammetria digitale, resa possibile dagli sviluppi tecnologici nei campi dell'acquisizione 

e della elaborazione di immagini digitali ha gradualmente sostituito la fotogrammetria analogica ed analitica. 
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Fig. 5.1 – La fotogrammetria digitale 

 
Fra i motivi per adottare la fotogrammetria digitale si possono citare: 

 
� la disponibilità di immagini digitali; 

� la possibilità di elaborare immagini digitali al calcolatore; 

� la possibilità di ottenere risposte in tempi brevi; 

� la necessità di ottenere risposte in tempo reale, ove richieste; 

� l'aumento di produttività, grazie ad un possibile maggior grado di automazione, 

 
ed inoltre la possibilità di operare con tecnologie all’avanguardia, integrate ed integrabili con altre tecnologie 

dell’informazione, primi fra tutti l’informatica grafica ed i sistemi informativi territoriali. 

 

5.2 L'oggetto da descrivere 

Nella fotogrammetria aerea o dallo spazio l'oggetto da descrivere è la superficie terrestre, nel contesto della 

produzione di carte tecniche e tematiche. In questo settore, la produttività delle tecniche fotogrammetriche è 

superiore a quella di tecniche alternative come la topografia, ed il volume del lavoro giustifica i grossi 

investimenti in apparecchiatura richiesti dal metodo. Inoltre i lunghi tempi di elaborazione possono essere 

accettati, perché i fenomeni descritti cambiano poco: la maggior parte dei dati riportati su una carta sono 

ancora validi ad un anno dall'acquisizione delle immagini. 

Il tipo di oggetto fotografato ed investigato con tecniche fotogrammetriche può, tuttavia, essere praticamente 

qualsiasi: si potrebbe trattare, ad esempio, della facciata di un monumento, di uno scavo archeologico, di 

una componente di un'automobile, del viso di una persona o di un flusso turbolento in un canale. I motivi per 

l'impiego della fotogrammetria, in questi casi, potrebbero essere rispettivamente un supporto per il restauro, 

la documentazione, il controllo di congruenza con i dati di progetto, il monitoraggio della crescita e studi 

fluidodinamici. In questi campi non tradizionali, un grosso investimento per l'acquisto di una costosa 

apparecchiatura è spesso più problematico. Inoltre i tempi lunghi della fotogrammetria classica possono 

rendere superati i dati di una restituzione, quando il fenomeno descritto è in rapida evoluzione. 

Pertanto sono soprattutto i settori applicativi non tradizionali che possono beneficiare della disponibilità di 

strumentazione fotogrammetrica digitale ad un costo relativamente basso, con brevi tempi di elaborazione e 

sostenuti da un possibile maggiore grado di automazione. 

 

5.3 Il tipo di descrizione 

La descrizione prodotta con tecniche fotogrammetriche si basa su immagini dell'oggetto. Queste immagini 

riportano il mosaico delle diverse quantità di luce, riflessa dalle varie zone della superficie dell'oggetto nella 
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direzione del sensore al momento di presa. Poiché la riflessione della luce avviene sulla superficie 

dell'oggetto, è evidente che la descrizione può solo, o solo prevalentemente, riferirsi alla superficie 

dell'oggetto. I prodotti della fotogrammetria riguardano: 

 
� la forma geometrica dell'oggetto; 

� le coordinate di punti sulla superficie dell'oggetto; 

� la descrizione completa di tutta la superficie con un Modello Digitale di Superficie (DSM); 

� prodotti derivati dal DSM (sezioni, profili, calcolo di variazioni e volumi, visibilità, ecc.); 

� il colore dell'oggetto; 

� le ortoimmagini; 

� le ortoimmagini completate con superimposizione di elementi vettoriali d’interesse (spesso cartografici); 

� un'interpretazione del contenuto tematico delle immagini; 

� carte tecniche e tematiche; 

� dati di ingresso per Sistemi Informativi Territoriali (SIT). 

 
Una parte della descrizione, la forma geometrica dell'oggetto e le sue proprietà di riflettività, è oggettiva e 

quantificabile. Questa parte della descrizione, in fotogrammetria aerea o dallo spazio, concretizzata 

rispettivamente nel modello digitale di superficie e nell'ortoimmagine, costituisce il nucleo del compito della 

fotogrammetria. L'oggettività e la quantificabilità risulta dal fatto che la descrizione è ad un basso livello di 

astrazione e, come tale, abbastanza indipendente dal contesto applicativo.  

D'altra parte, è possibile ottenere dalle immagini molto più di una semplice descrizione della forma e del 

colore dell'oggetto ripreso. Ad esempio, nel caso di immagini aeree o stellitari, è possibile riconoscere e 

delineare fiumi, strade, case e campi, dando una descrizione della superficie dell'oggetto ad un livello di 

astrazione più alto. Questo tipo di informazione non è oggettivo, ma dipende dal contesto 

dell'interpretazione. Nei tempi precedenti la nascita della fotogrammetria digitale, il compito della 

interpretazione delle immagini era affidato esclusivamente all'operatore e non veniva dedicato molto sforzo 

all'analisi degli algoritmi, ovvero dei meccanismi cerebrali, utilizzati implicitamente dall'operatore. Solo dopo, 

affrontando il problema della interpretazione automatica delle immagini, é risultato evidente, quanto sia 

complesso formalizzare questo problema, per l'uomo apparentemente così facile. 

Per distinguere le operazioni che possono essere eseguite trattando i valori radiometrici, senza preoccuparsi 

di cosa rappresentano (facilmente automatizzabili), da compiti che presuppongano una comprensione del 

contenuto delle immagini (molto difficilmente automatizzabili), è stata proposta la definizione di compiti non 

semantici e semantici, in analogia alla linguistica che distingue l'ortografia (modo formalmente valido di 

combinare i caratteri) dalla semantica (significato della parola). Si osservi come, in linguistica la grammatica 

e la sintassi si situino ad un livello intermedio, talvolta facilmente automatizzabile (perché indipendente dal 

contesto) e talvolta molto difficilmente automatizzabile (perché dipendente dal contesto applicativo), ed 

anche in fotogrammetria esistano altre operazioni di livello intermedio, facili o complesse, a secondo dei casi 

(sempre riferiti al contesto applicativo). 

Nel passato i vari tipi di dati prodotti, con tecniche fotogrammetriche, erano rappresentati e archiviati su 

supporto cartaceo. Oggi l'archiviazione su un supporto elettronico, offre una maggiore flessibilità, 

permettendo vari tipi di elaborazione dei dati ed il loro aggiornamento. I dati possono essere archiviati in 

semplici file o in un archivio costituito da una base dati ed un insieme di programmi per la sua gestione. 
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Anche i pixel stessi delle immagini digitali costituiscono un insieme di dati ricco di informazioni; pertanto è 

possibile inserire le immagini stesse in una base dati, insieme ai risultati di un’eventuale restituzione. La 

base dati, in questo caso specifico, deve essere in  grado di gestire dati raster e alfanumerici. 

 

5.4 L'acquisizione delle immagini 

Le immagini sono il terzo elemento nella definizione della fotogrammetria. Il termine fotografia si riferisce 

solamente ad immagini prodotte con pellicole fotosensibili e, come tale, oggi è troppo restrittivo, perché 

esclude le immagini digitali prodotte dai vari tipi di scanner. Una importante suddivisione fra tipi di immagini è 

quella fra immagini analogiche ed immagini digitali (Fig. 5.4).  

Nelle prime, grazie alla dimensione ridotta del grano fotosensibile (nell'ordine di 1 µm), l'intensità di grigio (o 

di colore) può variare, da punto a punto al variare della intensità di luce incidente, in modo praticamente 

continuo, con un numero pressoché infinito di sfumature diverse fra l'intensità minima e l'intensità massima 

di luce rilevata. 

 

Fig. 5.4 – Immagini analogiche e digitali. 

 
Le immagini digitali consistono di un reticolato di elementi quadrati chiamati pixel (dall'inglese: picture 

element, cioè elementi d’immagine), per ognuno dei quali l'intensità di grigio (o di colore) è costante ed è 

rappresentata da un numero intero il cui campo di variabilità è sempre limitato (ad esempio, 0 – 255). Le 

immagini prodotte dai vari tipi di scanner sono digitali: l'area occupata da ogni elemento fotosensibile è 

piccola, ma non trascurabile (nell'ordine di 5 – 30 µm2). La misura di intensità di luce, rilevata da un 

elemento fotosensibile, è tradotta in un numero intero da un convertitore analogico – digitale (A-D) la cui 

risoluzione definisce il numero di toni di grigio (o di scale di colore) presenti. 

Esistono vari tipi di scanner. Una classificazione può essere fatta in base alla quantità di elementi 

d’immagine letti contemporaneamente. I due casi estremi sono la lettura di un elemento alla volta e la 

ripresa contemporanea di tutti gli elementi. 

 
� Nel primo caso, si ha un solo elemento fotosensibile che deve essere orientato, in qualche maniera, per 

riprendere aree diverse dell'oggetto. Ad esempio, uno specchio rotante può convogliare sull'elemento la 

radiazione proveniente da zone contigue nella direzione perpendicolare all'orbita, mentre il movimento 

del satellite fornisce lo spostamento necessario lungo l'orbita. La presenza di un solo elemento 

fotosensibile facilita estremamente la calibrazione radiometrica, mentre una rigorosa descrizione della 

geometria è di una certa complessità, perché deve includere il movimento dello specchio rotante e 

quello del satellite nella sua orbita. 
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� Nel secondo caso, un esempio di lettura contemporanea di tutti gli elementi dell'immagine è la camera 

CCD. Nel piano focale di una camera CCD, una griglia regolare di elementi fotosensibili misura la luce 

incidente. La descrizione della geometria di presa è abbastanza semplice ed è simile a quella delle 

camere con pellicole analogiche. La descrizione radiometrica richiede invece la calibrazione di tutti gli 

elementi fotosensibili. 

� Esistono anche casi in cui il tipo di scanner si colloca a metà fra i due estremi. Ogni riga è ripresa 

contemporaneamente  da una barretta di elementi fotosensibili, mentre il moto del satellite nella sua 

orbita fornisce lo spostamento necessario per la ripresa di righe successive.  La complessità della 

descrizione delle caratteristiche dell'immagine è ripartita in modo più equilibrato fra radiometria e 

geometria. Pertanto la calibrazione deve prendere in considerazione una riga di elementi fotosensibili, la 

descrizione della geometria di presa modellare l'orbita del satellite. 

 

È sempre possibile convertire un'immagine analogica in un’immagine digitale, e viceversa, con 

strumentazione opportuna. Durante questi passaggi, cambiamenti nel contenuto radiometrico e geometrico 

sono inevitabili ed è assolutamente necessario verificare attentamente che il degrado della qualità rimanga 

entro limiti accettabili. 

Una seconda distinzione fra tipi di immagini è quella definita dai termini inglesi hardcopy e softcopy, ovvero 

tra immagini su un supporto mirato all'interpretazione da parte di un operatore umano e quelle su supporto 

adatto ad essere letto da un calcolatore (Fig. 5.4). In generale, un'immagine softcopy è digitale ed 

un'immagine hardcopy analogica; tuttavia esistono anche immagini softcopy analogiche (ad esempio, su 

nastro video) e immagini hardcopy digitali (ad esempio, immagini prodotte con una stampante laser). 

 

 

Fig. 5.4 - Immagini `softcopy' e `hardcopy'. 

 
5.5 La tecnica usata per arrivare al risultato 

Infine per quanto riguarda la tecnica utilizzata per poter produrre una descrizione dell'oggetto ripreso a 

partire dalle informazioni contenute nelle immagini, possono essere considerati due aspetti, da un lato, la 

strumentazione, dall'altro, gli algoritmi ed i metodi usati. L'elaborazione delle immagini analogiche richiede 

strumentazione altamente specializzata e molto costosa, mentre il trattamento delle immagini digitali può 

essere effettuato utilizzando calcolatori di uso generale e basso costo. Le figure 5.5.1, 5.5.2 e 5.5.3 riportano 

schematizzazioni dei restitutori analogico, analitico e digitale. I tre passi nell'evoluzione dei restitutori 

caratterizzano l'evoluzione della fotogrammetria stessa che utilizza, sempre meno, componenti ottico – 

meccaniche e, sempre più, elettroniche. La funzionalità di tutti i restitutori può essere suddivisa in tre aree: 

 
� posizionamento; 
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� visualizzazione; 

� restituzione. 

 

In ogni caso, la visualizzazione delle immagini all'operatore è chiaramente un aspetto fondamentale, almeno 

finché tutte le procedure di restituzione non siano completamente automatizzate. 

 

 

Figura 5.5.1 – Il restitutore analogico. 

 

 

Figura 5.5.2 – Il restitutore analitico. 

 

 

Figura 5.5.3 – Il restitutore digitale. 

 
A differenza dei restitutori analogici ed analitici, i restitutori digitali permettono di visualizzare un numero 

qualsiasi di immagini digitali, su un monitor ad alta risoluzione, ed i programmi di visualizzazione consentono 

di regolare la scala, le dimensioni, il colore, il contrasto ed altri aspetti della rappresentazione delle immagini. 
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La funzione di posizionamento permette all'operatore di mettere in evidenza un qualunque dettaglio 

dell'immagine, ma anche di muoversi nel modello 3D formato da una coppia di immagini. In quest'ultimo 

caso, il restitutore fornisce il legame fra le coordinate modello e le corrispondenti coordinate immagini. 

Mentre nei restitutori analogici il legame fra le coordinate modello e le corrispondenti coordinate immagine è 

determinato tramite la ricostruzione in modo meccanico dei raggi proiettanti, nei restitutori analitici e digitali la 

corrispondenza è determinata analiticamente con un algoritmo di calcolo. L'uso di un algoritmo svincola lo 

strumento di restituzione dalla classica proiezione centrale e permette l'utilizzo di una geometria di presa 

qualsiasi. 

La visualizzazione delle immagini e la possibilità di posizionamento nel modello 3D sono due prerequisiti per 

il lavoro di restituzione. Inoltre l'operatore ha bisogno di funzioni che gli permettano di eseguire il suo lavoro 

vero e proprio, cioè la restituzione di punti, linee ed aree sulla superficie dell'oggetto. L'evoluzione nella 

strumentazione è accompagnata da notevoli cambiamenti anche negli algoritmi usati. La fotogrammetria con 

immagini analogiche si affida, pressoché totalmente, all'operatore fotogrammetrico. Infatti l'operatore è 

l'unico che vede ed interpreta le immagini. Solo i risultati della sua restituzione, le coordinate immagine o le 

coordinate modello, sono disponibili per l'elaborazione nel calcolatore. Invece i pixel delle immagini digitali 

sono direttamente disponibili nella memoria di un calcolatore e, come tale, accessibili ad algoritmi 

automatici. Anche se difficilmente gli algoritmi automatici potranno completamente sostituire l'operatore, 

soprattutto ai livelli più alti d’interpretazione, certamente possono offrire un notevole supporto. 

Gli sviluppi tecnologici recenti hanno prodotto calcolatori sempre più potenti, nuovi strumenti per la 

memorizzazione di grandi quantità di dati, scanner ad alta risoluzione, videocamere digitali e tutto ciò sta 

portando ad una sostituzione della fotogrammetria basata su immagini analogiche con quella basata su 

immagini digitali. Il suo basso costo e l'impiego di strumentazione non specializzata permette una maggiore 

penetrazione delle tecniche fotogrammetriche nei settori al di fuori delle tradizionali applicazioni 

cartografiche. La scomparsa della strumentazione specializzata fa sì che le applicazioni fotogrammetriche 

siano completamente gestite da un insieme di moduli software; in questo modo, la fotogrammetria (nata 

come tecnica complementare della topografia) diventa una parte dell'elaborazione di immagini. 

 

6.1 Visualizzazione di immagini digitali 

La visualizzazione di immagini è un elemento chiave dell'interfaccia uomo – macchina dei restitutori 

fotogrammetrici. Mentre i restitutori analogici e analitici visualizzano immagini analogiche tramite un sistema 

ottico – meccanico, i restitutori digitali visualizzano immagini digitali su un monitor ad alta risoluzione tramite 

un corredo di programmi di gestione tipici dell'informatica grafica. Nell'ambito delle ricerche 

fotogrammetriche questi argomenti sono relativamente nuovi, perché solo recentemente i produttori di 

hardware e software sono stati in grado di offrire sistemi fotogrammetrici digitali con prestazioni vicine a 

quelle della strumentazione fotogrammetrica classica. La visualizzazione di un'immagine digitale su un 

monitor richiede un’elaborazione dati nella quale i pixel immagine sono trasformati, geometricamente e 

radiometricamente, in pixel schermo. 

La rappresentazione dell'immagine sullo schermo si basa su un immagine digitale che divide lo schermo di 

una griglia regolare di pixel all'interno dei quali il colore è uniforme. Il numero di pixel è tipicamente 

nell'ordine di 1200 × 800 circa, la dimensione del singolo pixel sullo schermo varia tra 0.18 e 0.42 mm, con 

valori tipici di 0.3 × 0.3 mm2. Di conseguenza, possono essere rappresentate fino a circa 3 linee al 
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millimetro. A occhio nudo, è possibile distinguere circa 15 linee al millimetro, mentre un'immagine analogica 

può contenere fino a 100 linee distinte al millimetro (Fig. 6.1.1). 

 

 

 

 
Fig. 6.1.1 – Confronto fra la risoluzione massima apprezzabile dall'occhio umano 

e le risoluzioni rappresentabili su una pellicola e su un monitor. 
 
Il confronto dimostra come la risoluzione di un immagine realizzata su un monitor dei restitutori digitali non 

solo è lontanissima da quella realizzabile su pellicola, ma è anche ben cinque volte più bassa dalla 

risoluzione massima apprezzabile a occhio nudo. 

La maggior parte degli schermi per monitor e televisori utilizza la tecnologia CRT (Cathode Ray Tube, tubo a 

raggi catodici). Il principio di funzionamento è basato sulla gestione di un fascio di elettroni che eccitano uno 

strato di fosforo presente sul retro dello schermo. Modificando l'intensità del flusso nella scansione dei pixel 

si ottengono gradi di luminosità diversi. Nei monitor a colori sono necessari tre fasci di elettroni che 

definiscono rispettivamente le luminosità del rosso, del verde e del blu. Si noti inoltre come recenti 

avanzamenti tecnologici nella costruzione dei monitor non cambino, nella sostanza, il contenuto della 

trattazione. La fig. 6.1.2 riporta lo schema di due aree di memoria all'interno di una scheda video di un 

monitor monocromatico, la memoria schermo e la palette di colori. 

 

 

Fig. 6.1.2 – La memoria schermo e la palette di colori di una scheda video di un monitor monocromatico. 

 
La memoria schermo contiene, per ogni pixel dello schermo, un'area di memoria di N bit per la definizione 

del colore del pixel. Il numero di bit per pixel N determina il numero di colori diversi rappresentabili 

simultaneamente sullo schermo (2N): per i monitor monocromatici, esso varia generalmente fra 1 e 8. Con il 
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numero di pixel schermo nell'ordine di un milione, la dimensione complessiva della memoria schermo è 

generalmente inferiore a un megabyte. 

La palette dei colori di una scheda video, per un monitor monocromatico, è una tabella che contiene, per 

ogni codice di colore presente nella memoria schermo, un valore di intensità di grigio, compresa fra 0 

(assenza di illuminazione) e 1 (illuminazione massima). La palette fornisce, per ognuno dei 2N colori, la 

corrispondente intensità di grigio. L'area di memoria disponibile, per la definizione di una intensità di grigio, 

deve essere almeno di N bit (per poter definire 2N colori diversi), ma è generalmente maggiore: nella palette 

è selezionato, dall'insieme di colori rappresentabili sul monitor, un sottoinsieme di intensità che possono 

essere effettivamente realizzate in un certo momento. 

L'ampiezza delle celle della memoria schermo deve essere limitata per contenere i costi dell'hardware e per 

mantenere una velocità sufficiente nella gestione delle visualizzazioni. D'altra parte, è inutile spingere il 

numero di livelli di grigio al di sopra del numero distinguibile dall'occhio. Per uno schermo monocromatico, 8 

bit (che permettono la rappresentazione di 256 livelli di grigio diversi) può essere un buon compromesso fra 

qualità dell'immagine e velocità di visualizzazione a costi contenuti. Avendo a disposizione N livelli di grigio, 

una scelta ovvia e ragionevole per le intensità di grigio gi potrebbe essere: 
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Le aree di memoria di una scheda video, per un  monitor a colori, sono simili a quelle di una scheda video 

monocromatico, con l'unica differenza che per la definizione del colore di un pixel schermo occorrono tre 

intensità diverse (Fig. 6.1.3), rispettivamente per il rosso r, il verde v ed il blu b. Per questo motivo, nella 

palette, per ogni codice di colore devono essere specificati tre valori diversi. Un particolare colore 

corrisponde ad una particolare combinazione di intensità di rosso, verde e blu. Avendo a disposizione per la 

rappresentazione di un colore sullo schermo N colori diversi e volendo distribuire la risoluzione radiometrica 

equamente fra i tre canali, il numero di colori diversi per ciascun canale è: 3 NM = . Le 2N combinazioni 

diverse delle intensità: r i, vj e bk, costituiscono una palette con una distribuzione omogenea dei colori 
5
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E’altresì interessante notare come la colorimetria costituisca uno dei capitoli dell’ottica, assieme all’interferometria, più originali ed 
innovativi, e come l’ottica stessa, a sua volta, costituisca una delle branche di punta della fisica moderna. Infatti mentre l’ottica classica 
si è occupata della propagazione lineare della luce, ad esempio, studiando specchi e lenti, l’ottica moderna è interessata agli aspetti 
non – lineari della propagazione ed è contigua all’elettronica di cui non è necessario sottolineare le enormi potenzialità in tutti i campi 
delle tecnologie dell’informazione. Una nota particolare della moderna colorimetria è il tentativo di passare da uno studio a tre colori 
fondamentali (giallo, magenta e ciano), dove altri tre colori (verde, arancio e porpora) sono una loro sintesi additiva, ad uno a quattro 
colori opposti (rosso – verde, giallo – blu), più completo, perché capace di analizzare, in dettaglio, tutta la gamma dei verdi, tenendo 
presente la loro non equatorialità, rispetto al bianco ed al nero, e spingendo la classificazione fino ad oltre diecimila tinte. 
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Fig. 6.1.3 – La memoria schermo e la palette di colori di una scheda video di un monitor a colori. 

 
Raramente un'immagine deve occupare tutta l'area dello schermo. Generalmente è più pratico includerla in 

una finestrella che copre solo parte dello schermo. Così  i bordi della finestra possono essere utilizzati per la 

definizione di campi per l'attivazione, con il mouse, di funzioni come lo zoom o lo scorrimento dell'immagine. 

Inoltre nello spazio rimanente, l'operatore può visualizzare informazioni che possono essere d'aiuto per il suo 

lavoro, come la stessa immagine ad una scala diversa, dati alfanumerici o altre immagini della stessa zona. 

È possibile tenere ogni oggetto sullo schermo in una finestra separata, associata ad una palette privata. Ad 

esempio, per un'immagine a colori, tutti i colori devono essere definiti nella palette, mentre per un'immagine 

monocromatica tutti i colori possono essere riservati alle sfumature diverse di grigio. 

Ad ogni momento, solo una delle varie palette può essere attiva; perciò cambiando finestra si deve cambiare 

palette. Per evitare che con questo cambio di colore vengano cambiati anche i colori d'ambiente, come lo 

sfondo, i bordi delle finestre, i campi dei titoli delle finestre, i testi dei titoli finestra, ecc., è necessario 

riservare alcuni colori delle palette per la definizione omogenea di questi colori globali (Fig. 6.1.4). 

 

 

Fig. 6.1.4 – Una parte della palette viene riservata per i colori ‘globali’. 

 
Un altro uso speciale di alcuni colori della palette è la definizione di una sovrapposizione non distruttiva. I 

restitutori digitali offrono la possibilità di sovrapporre alle immagini simboli, linee, scritte ecc. Questo è un 

notevole passo avanti rispetto ai restitutori analogici e analitici. Infatti conviene elaborare anche le immagini 

monocromatiche su uno schermo a colori: mentre l'immagine rimane in sfumature di grigio, gli elementi 
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sovrapposti possono essere rappresentati in un determinato colore. Ovviamente la sovrapposizione deve 

cambiare solo la rappresentazione sullo schermo e non l'immagine digitale originale; a tale scopo, si cambia 

il contenuto delle celle della memoria schermo e non quelli dell'immagine digitale originale stessa. La 

sovrapposizione può essere realizzata in due modi: sovrapposizione distruttiva e non – distruttiva. 

 
� Nella sovrapposizione distruttiva, nella palette il colore della sovrapposizione è definito, in modo 

normale, distruggendo i colori originali; allora ripristinare l'immagine sottostante è possibile solo 

ricaricando tutta l'immagine nella memoria schermo. 

� Sovrapposizione non distruttiva, nella palette è predefinita una zona per il colore della sovrapposizione, 

in maniera tale che sia possibile ripristinare l'immagine originale, con un veloce aggiustamento della 

palette, lasciando inalterata la memoria schermo. 

 
La figura 6.1.5 illustra il concetto della sovrapposizione non distruttiva. Per la dimensione limitata della 

palette, ritornare all'immagine originale ricaricando la palette originale è generalmente molto più veloce del 

ricaricamento dell'immagine nella memoria schermo. Tuttavia in cambio della maggiore velocità deve essere 

accettata una riduzione della risoluzione radiometrica. Per rappresentare un'immagine su una parte dello 

schermo, il programma di visualizzazione deve riempire le celle della memoria schermo e della palette dei 

colori. A questo scopo deve essere stabilita una relazione fra: 

 
� i pixel dell'immagine digitale ed i pixel dello schermo; 

� i valori radiometrici dei pixel dell'immagine e quelli dei pixel dello schermo. 

 
Solo in casi eccezionali si verifica una relazione biunivoca fra un pixel immagine ed un pixel schermo, e fra 

la risoluzione radiometrica dell'immagine e quella dello schermo; pertanto devono essere affrontati problemi 

inerenti cambiamenti di scala e di radiometria. 

 

6.2 Cambiamento di scala 

La visualizzazione di un'immagine, a scale diverse, può essere molto utile. Talvolta infatti, conviene avere 

una visione globale dell'immagine, rappresentandola a scala ridotta, mentre in un altro istante, può essere 

necessario un forte ingrandimento per poter analizzare, con la massima precisione, un particolare. Nella 

strumentazione classica con immagini analogiche, la visualizzazione a scale diverse è realizzata tramite uno 

zoom ottico. 

Nei restitutori digitali i programmi di visualizzazione sono in grado di gestire la rappresentazione 

dell'immagine a scale diverse. Nelle rappresentazioni sullo schermo di un immagine digitale a scale diverse, 

per quanto riguarda la relazione fra un pixel immagine e la sua rappresentazione sullo schermo, possono 

essere distinti tre casi: 

 
� scala: s = 1, dove esiste una relazione biunivoca fra pixel immagine e pixel schermo; 

� riduzione (scala: s < 1), dove ad ogni pixel schermo corrisponde una zona nell'immagine originale 

maggiore di un pixel; 

� ingrandimento (scala: s > 1), dove ad ogni pixel schermo corrisponde una zona nell'immagine originale 

minore di un pixel. 
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Fig.  6.1.5 – Il principio della sovrapposizione non – distruttiva. 

 
Nella rappresentazione a scala: s = 1, ogni pixel schermo rappresenta un solo pixel immagine (Fig. 6.2.1): di 

conseguenza è sufficiente assegnare al pixel schermo il valore radiometrico del corrispondente pixel 

immagine. 

 

Fig. 6.2.1 – Visualizzazione di un'immagine digitale alla stessa scala. 

 

6.2.1 Riduzione 

Nella visualizzazione a scala ridotta (s < 1), ogni pixel schermo rappresenta una zona dell'immagine 

originale maggiore di un pixel (Fig. 6.2.2). In questo caso, l'approccio più semplice per il calcolo del valore 

radiometrico di un pixel schermo, è quello di mediare i valori radiometrici dei pixel dell'immagine compresi 
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nella zona rappresentata dal pixel schermo. In sostanza, si tratta di applicare un operatore di media mobile il 

cui nucleo K (dall’inglese: kernel) abbia proprietà adatte a tutta l'immagine, dove gli indici i'  e j'  

rappresentano la riga e la colonna nell'immagine originale, corrispondente al centro del pixel gs(i,j) 

dell'immagine alla scala ridotta: 
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Fig. 6.2.2 – Visualizzazione di un'immagine digitale a scala ridotta. 

 
La rappresentazione a scala ridotta non può contenere tutte le informazioni presenti nell'immagine alla scala 

originale. Infatti le frequenze più alte non sono rappresentabili e la frequenza massima rappresentabile da 

una griglia di pixel spaziati con equidistanza ∆ è la frequenza di Nyquist: 

 

lcicli/pixe fmax ∆2

1=  

 
La lunghezza d'onda di un segnale della frequenza di Nyquist è pari a due pixel: ad un pixel corrisponde il 

valore massimo all'altro il valore minimo. Nella rappresentazione a scala ridotta, la distanza fra i pixel 

successivi è s∆ . Le alte frequenze dell'intervallo: 
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non rappresentabili alla scala ridotta e sono eliminate nelle operazioni di media dei valori radiometrici di zone 

contigue di pixel. Le frequenze più basse, in quanto ancora rappresentabili alla scala ridotta, possono 

rimanere inalterate. Tuttavia nella operazione di media vengono modificate anch'esse: per questo motivo la 

media non è il metodo migliore per il calcolo delle intensità da assegnare ai pixel schermo. 

Un procedimento ideale, che lascia completamente inalterato il contenuto dell'immagine nelle frequenze 

ancora rappresentabili alla scala ridotta, richiede la convoluzione dell'immagine con la funzione sinc. Infatti la 

risposta spettrale di tale funzione presenta caratteristiche tali da eliminare le frequenze non rappresentabili, 

senza modificare le altre. Poiché la convoluzione è scritta in forma discreta, si ha: 
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Operativamente la scelta di questo nucleo (kernel) di convoluzione ideale è molto onerosa, poiché esso 

richiede che, nel calcolo di ogni pixel schermo, siano coinvolti tutti i pixel immagine. Fortunatamente, il 

contributo di un pixel immagine decresce rapidamente allontanandosi dalla zona di corrispondenza e 

pertanto è spesso possibile trascurare il loro contributo. Altri nuclei di convoluzione, come ad esempio quello 

mediano, sono invece adatti ad eliminare eventuali dati anomali, operando mediante procedure robuste. 

 

6.2.2 Ingrandimento 

Nel caso di una rappresentazione ad una scala ingrandita (s > 1), più pixel schermo corrispondono allo 

stesso pixel immagine (Fig. 6.2.3). Ad esempio, in un ingrandimento a scala N, ogni pixel immagine è 

rappresentato da una zona di N × N pixel schermo. In questi casi, la procedura più semplice è di assegnare 

a tutti i pixel schermo corrispondenti ad un pixel immagine il valore radiometrico del pixel immagine. 

 

 

Fig. 6.2.3 - Visualizzazione di un'immagine digitale a scala ingrandita. 

 
Tuttavia essendo i pixel schermo già molto grandi rispetto alla risoluzione massima distinguibile a occhio 

nudo, un ulteriore aumento delle aree dei pixel schermo porta ad un'immagine che l'occhio percepisce come 

costituito da un accostamento di zone quadrate, ciascuna di colore omogeneo. Una tale scacchiera è 

difficilmente interpretabile, perché i cambiamenti di forma e di colore avvengono in una maniera molto 

innaturale: non graduale e solo nelle direzioni orizzontale e verticale. Allora è assai meglio interpretabile 

un'immagine in cui i livelli di grigio cambiano in modo realistico, cioè senza direzioni preferenziali e senza la 

sovrapposizione di una tessitura estranea all'oggetto rappresentato. A questo scopo, la procedura di 

ingrandimento deve aumentare fittiziamente la risoluzione, assegnando i valori dei pixel schermo, tramite un 

processo di interpolazione dei valori radiometrici di un insieme di pixel immagine nella vicinanza della 

posizione corrispondente al pixel schermo (Fig. 6.2.4). 

Al fine di effettuare la suddetta interpolazione, i valori radiometrici dei pixel immagine sono considerati valori 

puntuali rappresentativi per il centro del pixel. Per ogni pixel schermo, è definito un insieme (più o meno 

grande) di pixel immagine contribuenti alla funzione interpolante. In funzione del compromesso fra esigenze 

di prestazioni (velocità di risposta della funzione di zoom) e di precisione di rappresentazione, è poi definita 

una funzione interpolante (più o meno sofisticata). Il valore radiometrico di un pixel schermo è ottenuto 

calcolando il valore della funzione interpolante in corrispondenza al centro del pixel. 
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Anche nella procedura di interpolazione è ovviamente impraticabile tenere conto di tutti i pixel immagine per 

ogni pixel schermo, richiesto da metodi come la collocazione. D'altra parte, non è neanche necessario 

ricorrere a strumenti molto raffinati: già una semplice interpolazione bilineare, sui soli 4 pixel immagine più 

vicini, fornisce ottimi risultati. 

 

 
Fig. 6.2.4 – Ricampionamento. 

 
6.3 Cambiamenti di radiometria 

Una volta completati i processi di presa e dopo aver posizionato le immagini analogiche nei restitutori 

analogici od analitici, le possibilità di manipolazione dei colori nella visualizzazione dell'immagine sono molto 

limitate. L'unico strumento a disposizione è regolare l’intensità di illuminazione delle immagini, cioè 

aumentarla per osservare zone scure ed abbassarla per osservare zone particolarmente chiare. Nella 

visualizzazione delle immagini digitali invece la rappresentazione dei valori radiometrici può essere cambiata 

in diversi modi, alla ricerca della visualizzazione più adatta al processo d’interpretazione. 

Le procedure precedentemente descritte danno luogo ad un insieme di pixel schermo con valori radiometrici 

ancora compatibili con l'immagine originale: anche se i valori radiometrici sono determinati con una 

procedura di media o di interpolazione, essi si riferiscono sempre ai valori radiometrici dell'immagine 

originale. Le procedure descritte nel prosieguo mostrano come si può definire una relazione fra i valori 

ancora compatibili con l'immagine e quelli dei pixel schermo, in modo tale da renderli compatibili con le 

caratteristiche dello schermo e venendo incontro alle esigenze dell'interpretazione dell'immagine. 

Il primo passo è la definizione di un certo numero Nsch di intensità gi riservate alla visualizzazione 

dell'immagine sullo schermo. Per un'immagine monocromatica si potrebbero per esempio dividere le 

intensità in modo omogeneo nell'intervallo [0,1]: 
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Fissati i colori disponibili per la visualizzazione dei pixel schermo, il secondo passo è la determinazione di 

una relazione fra i valori radiometrici, presenti nell'insieme di pixel da visualizzare, ed i corrispondenti colori. I 

valori presenti nella parte dell'immagine che non è visualizzata possono essere trascurati: per questi non è 

necessario stabilire la relazione, il che permette, ad esempio, di aumentare il contrasto. Detto gmin il valore 

minimo e gmax il valore massimo di intensità di colore presente, il numero di valori radiometrici in ingresso 

Nimm è : 

 
1+−= minmaximm ggN  

 
La procedura più semplice, per definire il colore dello schermo gj, in funzione del valore radiometrico in 

ingresso gi, è una semplice relazione lineare: 
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La relazione lineare fra colori dell'immagine e colori dello schermo lascia praticamente inalterato il contrasto 

dell'immagine originale: l'unico cambiamento è l'aumento (o la diminuzione) di un fattore costante 

immsch NN , della differenza fra due valori radiometrici successivi, in tutto l'intervallo dei colori visualizzati. 

Possono verificarsi tre casi distinti (Fig. 6.3.1). 

 
� Nimm = Nsch, nel caso (particolare) in cui il numero di colori disponibili per la visualizzazione  

dell'immagine sullo schermo risulti uguale al numero di valori radiometrici da visualizzare, può essere 

definita una relazione biunivoca fra colori in ingresso e colori in uscita. 

� Nimm < Nsch, nel caso in cui il numero di colori per la visualizzazione dell'immagine sullo schermo risulti 

maggiore del numero di valori radiometrici da visualizzare, il numero di colori riservati alla 

visualizzazione è sovradimensionato: alcuni colori dello schermo non verranno utilizzati. 

� Nimm > Nsch, nel caso in cui il numero di colori per la visualizzazione dell'immagine sullo schermo risulti 

minore del numero di valori radiometrici da visualizzare, il numero di colori riservati alla visualizzazione è 

sottodimensionato: alcuni colori dello schermo corrispondono a più valori di ingresso e la visualizzazione 

avviene con una risoluzione radiometrica ridotta. 

 
Nell'ultimo caso, esiste una tecnica (dittering) per aumentare artificialmente la risoluzione radiometrica, 

diminuendo tuttavia la risoluzione geometrica: non si considera più il singolo pixel schermo, ma piuttosto 

insiemi di N × N pixel, diminuendo artificialmente di N volte la risoluzione geometrica dello schermo. 

Considerando gruppi di N × N pixel come unità di colore omogeneo, è possibile simulare N2 – 1 sfumature 

di colori intermedi fra due colori successivi gi e gi + 1, assegnando a k pixel elementari il colore gi e a (N2 – 

k) pixel il colore gi + 1 (per k = 1, ..., N – 1). La figura 6.3.2 riporta, ad esempio, le 8 sfumature intermedie 
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costruibili con un'insieme di 3 × 3 pixel. Il numero totale di colori visualizzabili, con questi superpixel N × N, 

è uguale a: 

 

[ ] ( ) 11 2 +−=× NNNNN schsch  

 

 

Fig. 6.3.1 – I tre casi fra la risoluzione radiometrica dell'immagine e quella della sua rappresentazione sullo 
schermo: relazione 1:1, riduzione del numero di colori, mancato utilizzo di alcuni colori. 

 

 

Fig. 6.3.2 – Simulazione di 8 sfumature intermedie di grigio con due livelli di grigio 

utilizzando un insieme di 3 ×3 pixel. 
 
La fedeltà nella rappresentazione radiometrica è certamente un pregio, ma talvolta il risultato è  una 

visualizzazione con scarso contrasto. Questa circostanza si presenta nei casi in cui l'istogramma dei colori 

possiede una coda, indicando la presenza di alcuni pixel particolarmente chiari o particolarmente scuri. 

Spesso accade che una piccola percentuale di pixel con valori radiometrici particolarmente alti occupano 

una parte consistente dell'intervallo fra gmin e gmax. 

Definendo una relazione lineare fra i valori radiometrici dell'immagine ed i corrispondenti colori sullo 

schermo, buona parte del potere di risoluzione è dedicata alla discriminazione fra i valori radiometrici di quel 

piccolo gruppo di pixel, mentre è più importante poter discriminare colori vicini per gli intervalli radiometrici di 

cui fanno parte la maggioranza dei pixel. Quando nell'istogramma sono presenti lunghe code, si può ad 

esempio assegnare all'insieme del 5 % dei pixel con i valori radiometrici più elevati la luminosità massima, 

all'insieme del 5 % dei pixel con valori radiometrici più bassi la luminosità minima, in modo da poter dedicare 

tutto il potere di discriminazione ai valori dell'insieme del 90 % dei pixel restanti: 



 62 

( )









<

<<−

<

=

i,

,i,,i
imm

, sch

,i

i

gg        se                                                  

ggg         se                    gg
N

N
gg       se                                                  

g

050

050050050
900

050

1

0

 

 
Seguendo questo ragionamento si può definire una relazione fra valori in ingresso e valori in uscita, dove si 

dedica ad ogni parte dell'istogramma un intervallo di contrasto proporzionale alla numerosità della classe. 

Questo procedimento é detto equalizzazione dell'istogramma (histogram equalization): esso ottimizza il 

contrasto, provocando tuttavia una distorsione del contrasto originale. 

 

6.4 Il puntino luminoso e lo scorrimento dell'immag ine 

Nei restitutori digitali, anche il puntino luminoso e lo scorrimento dell'immagine sono gestiti dai programmi di 

visualizzazione. Il puntino luminoso non è altro che una maschera di pixel che si sovrappone all'immagine 

sullo schermo alla posizione attuale del cursore (mouse). In risposta ai movimenti del cursore, i programmi di 

visualizzazione devono spostare sullo schermo la maschera che rappresenta il puntino luminoso e fare 

riapparire i pixel dell'immagine quando il puntino luminoso si è spostato. 

La forma ed i colori del puntino luminoso sono completamente a scelta dell'utente (almeno in teoria); 

pertanto è possibile cambiare il puntino luminoso per ogni singolo punto che deve essere misurato, ad 

esempio, adeguandone la dimensione, la forma ed il colore alla dimensione, lallaa forma ed al colore del 

punto immagine da misurare. 

Quando l'operatore nei restitutori analogici o analitici cambia la posizione del puntino luminoso nel modello 

stereoscopico o in una delle immagini, il puntino luminoso sembra rimane in una posizione fissa, mentre le 

immagini si muovono. Invece nei restitutori digitali è possibile sia tenere fermo il puntino luminoso e fare 

scorrere l'immagine sottostante, sia spostare il puntino luminoso rispetto ad un'immagine ferma. Per quanto 

riguarda l’onerosità del calcolo, è molto più vantaggioso tenere ferma l'immagine e fare spostare il puntino 

luminoso. 

Muovere l'immagine anche di un solo pixel vuol dire dover cambiare interamente il contenuto della memoria 

schermo, mentre uno spostamento del cursore rispetto ad un'immagine ferma coinvolge solo i pixel delle due 

posizioni del puntino luminoso. D’altra parte poiché per l'operatore è più comodo avere il puntino luminoso 

costantemente fermo al centro dell'immagine e far scorrere l'immagine sottostante, un hardware speciale, 

realizzato per alcune applicazioni fotogrammetriche, mantiene il puntino luminoso fisso, nel contempo, 

garantendo una velocità adeguata per l'aggiornamento dello schermo (ad esempio, 70 aggiornamenti dello 

schermo al secondo). 

 
7.1 Elaborazione di immagini digitali 

La fotogrammetria deve fornire una descrizione di oggetti, a partire da immagini di questi oggetti; per 

assolvere tale compito, ha bisogno di modelli matematici che esplicitano il legame fra i dati di ingresso 

disponibili (le immagini) ed i dati in uscita da produrre (la descrizione dell'oggetto). Nella formulazione del 

modello matematico, devono essere equilibrate due esigenze contrapposte. Per poter garantire stabilità e 

affidabilità della soluzione, è necessario ridurre, il più possibile, il numero di parametri incogniti. D'altra parte, 

un risultato preciso ed accurato richiede un modello matematico più sofisticato. 
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Nella ricerca di un modello matematico il più realistico possibile, si ha spesso la tentazione di introdurre 

sempre più parametri, per poter tenere conto dei tanti fattori che influenzano le osservazioni. Tuttavia 

bisogna sempre tenere presente che ogni parametro aggiunto diminuisce la stabilità della soluzione e può 

anche compromettere la determinabilità di uno degli altri parametri. Al contrario, un modello matematico 

troppo semplice spreca una parte delle informazioni contenute nelle osservazioni, aumenta l'incertezza di 

stima e può condurre a deviazioni delle stime. La sofisticazione del modello matematico deve perciò fermarsi 

al punto in cui le osservazioni non permettono più una stima affidabile delle grandezze in gioco. 

Nella fotogrammetria digitale le osservazioni elementari sono i valori radiometrici dei pixel. Formulare un 

modello matematico per i pixel è teoricamente molto attraente. Pertanto costruendo un legame diretto fra i 

valori radiometrici osservati ed i parametri della descrizione dell'oggetto, è possibile sfruttare tutte le 

informazioni disponibili. Tuttavia nella pratica, è molto complesso formulare una descrizione realistica di 

questo legame che non richieda numerose informazioni, a priori, sui parametri in gioco; inoltre é molto 

oneroso, in termini di calcolo, dover trattare tutti i singoli pixel come osservazioni. 

Un approccio più praticabile è l'impiego di osservazioni derivate dai pixel, ad esempio, punti e/o linee, 

misurati manualmente od in modo automatico. Questa alternativa si basa su una procedura in cinque passi, 

ognuno con un modello matematico relativamente semplice. La semplicità dei modelli deriva del fatto che le 

informazioni contenute nelle immagini sono utilizzate, di volta in volta, solo in parte. 

 

7.2 Modelli per punti immagine 

Una descrizione della forma di un oggetto ripreso può essere ottenuta con una procedura, articolata in 

quattro / cinque passi, che sfrutta la disponibilità dei valori di intensità dei singoli pixel: 

 
� determinazione della geometria di presa; 

� ricerca di punti omologhi o linee omologhe; 

� calcolo delle coordinate oggetto corrispondenti agli elementi omologhi; 

� ricostruzione della superficie e costruzione dell'ortoimmagine. 

 
rimanendo comunque assai vicina alla prassi usuale della fotogrammetria analitica. La determinazione della 

geometria della presa ha un ruolo di supporto ed è relativamente indipendente dagli altri. Una volta 

determinata la geometria di presa, gli altri tre passi portano dai valori dei pixel immagine alla descrizione 

della superficie dell’oggetto rilevato. I risultati di ogni passo intermedio costituiscono i dati di ingresso per il 

passo successivo. Ad ogni passo, corrisponde un modello matematico che definisce quali siano i parametri 

da ottenere ed il modo in cui i dati di ingresso danno informazione su questi parametri. Successivamente 

deve essere applicato un metodo per la determinazione dei parametri, ad esempio, il metodo dei minimi 

quadrati o, in alternativa, l'uso di procedure robuste. Infine come già detto in precedenza, metodologie e 

procedure dell’analisi multivariata (ad esempio, la cluster analysis, la regressione multipla, l’analisi di 

varianza e le stime di covarianza) si applicano alla determinazione della significatività dei parametri dei 

modelli adottati, come pure alla reiezione di piccoli e medi errori grossolani. 

 

7.2.1 Determinazione della geometria di presa 

La stima della corretta geometria di presa è il primo passo della procedura. Nel caso classico della 

proiezione centrale, la geometria di presa è definita, nota la posizione del punto di presa e l'assetto del 
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sensore. Nel caso di immagini, dove ogni singola cella od ogni riga è presa da un punto diverso con un 

orientamento diverso, è necessario un modello più complesso. Le osservazioni impiegate, in questa prima 

fase, sono le coordinate immagine di punti omologhi in immagini sovrapposte e soprattutto quelle relative a 

punti immagine con coordinate oggetto note (i punti di appoggio). Inoltre possono essere utilizzate 

osservazioni dirette di alcuni parametri, ad esempio, la posizione del punto di presa o l'assetto del sensore. 

Per ogni punto immagine, può essere definito il corrispondente raggio proiettante, cioè una retta che 

comprende il punto oggetto, il punto di presa ed il punto immagine. 

Le osservazioni di punti immagine cosiddetti d’appoggio, cioè corrispondenti a punti oggetto con coordinate 

note, forniscono informazioni sulla geometria di presa rispetto al sistema di riferimento in cui sono espresse 

le coordinate dei punti oggetto (Fig. 7.2.1); pertanto il raggio proiettante deve comprendere anche il punto 

oggetto. Le osservazioni di punti omologhi su immagini sovrapposte forniscono informazioni sulla geometria 

di presa di un'immagine rispetto ad un'altra (Fig. 7.2.1); pertanto i raggi proiettanti devono necessariamente 

intersecarsi. 

 

7.2.2 Ricerca di punti omologhi e/o linee omologhe 

La fase successiva è la ricerca (preferibilmente automatica) di un numero elevato di punti omologhi e/o linee 

omologhe nelle immagini (Figure 7.2.2 e 7.2.3). Per quanto riguarda le ricerche automatiche, sono 

considerati due approcci, la ricerca di punti omologhi veri e propri che conduce ad un matching fra due o più 

immagini basato sulle aree e la ricerca di linee omologhe con la successiva definizione di punti omologhi su 

queste linee, con l'aiuto delle linee epipolari, che conduce invece ad un matching fra due o più immagini 

basato sulle linee caratteristiche (in inglese, features). La ricerca di figure omologhe che conduce ad un 

matching fra le immagini di tipo relazionale, considerando anche gli attributi di dette figure, è considerato 

estraneo agli scopi del presente lavoro. In questo caso specifico, la ricerca di elementi omologhi si basa 

sulla somiglianza fra le rappresentazioni di una stessa zona dell'oggetto su immagini sovrapposte. 

Uno degli algoritmi più precisi, per la ricerca di elementi omologhi, si basa sulla ricerca del massimo della 

correlazione fra due o più immagini del medesimo oggetto (dove la ridondanza è solitamente richiesta per 

problemi d'affidabilità delle osservazioni). L'algoritmo prende in considerazione una finestrella, fissa in 

un'immagine, e cerca una finestrella corrispondente, nelle altre immagini, nella quale i pixel assomigliano il 

più possibile a quelli della finestra fissa, secondo il criterio dei minimi quadrati. Pertanto la somma dei 

quadrati delle differenze dei valori radiometrici dei pixel delle due finestrelle deve essere minima: 
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Il più possibile può, in alternativa, essere definitivo facendo uso di procedure robuste, dove la somma, 

opportunamente pesata e talvolta potata, dei quadrati delle stesse differenze deve allora essere minima. Il 

modello più semplice contiene solo due parametri incogniti, le coordinate del punto omologo ed, 

implicitamente, assume che due immagini siano uguali a meno di una traslazione (Fig. 7.2.4): 

 
( ) ( )cj,rigj,ig rp ∆∆ ++=  

 
In generale, due immagini sovrapposte presentano anche differenze di scala, orientamento e radiometria. 
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Fig. 7.2.1 – Contributi alla determinazione della geometria di presa: punti di appoggio e punti omologhi. 

 
Pertanto altri parametri devono essere introdotti, per descrivere le differenze in geometria e in radiometria fra 

le due finestrelle. Un modello più complesso stabilisce che due immagini siano geometricamente uguali a 

meno di una trasformazione affine. Questo modello contiene otto parametri, oltre alle coordinate del punto 

omologo, due fattori di scala e due d'orientamento (una rotazione ed una torsione), nonché quelli di una 

trasformazione lineare per la radiometria (Fig. 7.2.5): 

 
( ) ( )54210 jciccj,icrigccj,ig rp ++++++= ∆∆  

 
Modelli ancora più complessi stabiliscono relazioni non – lineari fra due immagini e/o modelli partizionati, per 

lo più lineari, opportunamente raccordati fra loro; tuttavia problemi computazionali e di condizionamento 

numerico fanno sì che il loro uso sia, nei fatti, abbastanza raro. 

E’ facile dimostrare ed è intuitivamente chiaro che la ricerca della correlazione può andare a buon fine, solo 

se sono presenti cambiamenti di colore o di grigio in tutte le direzioni. Infatti se il colore o il grigio in una 

determinata direzione non cambia, non è determinabile la posizione del punto omologo in quella direzione. 

L'esigenza della presenza di cambiamenti in ogni direzione all'interno della finestrella limita notevolmente 

l'area dell'immagine nella quale il metodo può essere utilizzato. In alternativa alla ricerca di punti omologhi, è 

possibile individuare linee omologhe, con l'aiuto delle linee epipolari. Linee o bordi sono insiemi di pixel 

contigui, perpendicolari al cambiamento locale del colore o del grigio. L'omologo di un bordo è cercato, 

nell'altra immagine, sulla base della somiglianza di forma, della entità del cambiamento e della posizione 

nell'immagine. Una volta trovata una coppia di linee omologhe, è possibile ottenere una serie di punti 

omologhi. Infatti con la conoscenza della geometria di presa di una coppia di immagini, la ricerca 

dell'omologo di un punto immagine può essere limitata ai soli punti appartenenti alla sua linea epipolare. 

Questa corrisponde all'intersezione di due piani: 



 66 

 

Fig. 7.2.2 – Punti omologhi possono essere definiti in aree dell'immagine 
dove si verificano cambiamenti di colore in direzioni diverse. 

 

 

Figura 7.2.3 – Da linee omologhe possono essere ottenuti punti omologhi con l'aiuto delle linee epipolari. 

 

� il piano definito dal punto immagine, preso in considerazione, ed i punti di presa delle due immagini; 

� l'immagine nella quale si cerca il punto omologo. 

 
Una volta selezionato un punto su una linea, allora il suo punto omologo è individuato dall'intersezione della 

linea omologa con la linea epipolare del punto prescelto. 

 

 

Figura 7.2.4 – Correlazione ai minimi quadrati, modello semplice. 

 
Nelle immagini dove ogni singola cella od ogni riga ha un centro di proiezione diversa, le linee epipolari non 

corrispondono a rette e la loro determinazione è più complessa. Anche in questo caso l'algoritmo può essere 

applicato solo ad aree particolari dell'immagine, laddove si hanno bordi ben definiti.  
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Figura 7.2.5 – Correlazione ai minimi quadrati, modello più complesso. 

 

Operare con più immagini comporta l'esecuzione degli stessi passi della procedura descritta. In questo caso, 

il numero di parametri, per ogni modello adottato, cresce proporzionalmente al numero di immagini. Si noti, 

come la relativa facilità di effettuare confronti fra due, a fronte delle complessità di effettuare confronti fra 

molti, porti ad effettuare il matching nello spazio oggetto (considerato un riferimento comune), anziché nello 

spazio immagine. 

 

7.2.3 Il problema della corrispondenza 

Una volta effettuata la ricerca di elementi omologhi in due o più immagini sovrapposte, si ha a disposizione 

un numero (possibilmente assai elevato) di elementi caratteristici ben distribuiti sulle immagini. Nell'area di 

sovrapposizione le immagini sono simili; pertanto è probabile che l'omologo di un elemento caratteristico, in 

un'immagine, corrisponda ad un elemento caratteristico, nelle altre immagini, oppure si trovi almeno nelle 

sue vicinanze. Il problema è ora quello di riconoscere, fra tutte le combinazioni possibili, quali sono le coppie 

o le ennuple effettive di elementi caratteristici (Fig. 7.2.6). Se non è disponibile alcuna informazione, né sulla 

geometria di presa, né sulla forma dell'oggetto, non può essere esclusa dalla ricerca dell'elemento 

caratteristico omologo alcuna zona dell'immagine. 

Per trovare, nell'altra immagine, l'elemento caratteristico che più assomiglia all'elemento caratteristico di 

riferimento è necessario fare il confronto con tutti gli elementi caratteristici delle altre immagini. Questo é non 

solo svantaggioso dal punto di vista dei tempi di calcolo, ma anche molto rischioso, perché è assai probabile 

trovare coppie o ennuple di finestre con un contenuto molto simile che non corrispondono ad elementi 

omologhi. Un caso estremo si trova nella fotogrammetria dei vicini con punti segnalizzati; infatti un punto 

caratteristico, corrispondente ad un segnale, assomiglia al punto caratteristico del segnale nelle altre 

immagini, ma altrettanto a quelli corrispondenti a tutti gli altri segnali. Più piccola è la finestrella utilizzata 

nella correlazione, più alta è la probabilità di non trovare finestrelle simili solo per caso. 

Utilizzando la conoscenza, anche approssimata, della geometria di presa e della forma dell'oggetto, è 

possibile limitare l'area di ricerca per i candidati elementi omologhi, riducendo così il numero di elaborazioni 

e la probabilità del verificarsi di errori grossolani nella determinazione degli elementi omologhi. Conoscendo 

la geometria di presa, di due o più immagini, e la forma dell'oggetto rappresentato in esse, è possibile 

trovare l'omologo di un elemento immagine nelle altre immagini. 
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Fig. 7.2.6 – Il problema della corrispondenza. 

 
Utilizzando un procedimento iterativo, si determinano dapprima le coordinate planimetriche dell'elemento, 

avendo assegnato, inizialmente, una quota arbitraria. Date le coordinate oggetto dell'elemento, si risolvono 

le equazioni di collinearità rispetto alle coordinate immagine delle immagini omologhe. 

Per coppie o ennuple di immagini non a proiezione centrale, anche questo secondo passo comprende una 

procedura iterativa, per determinare il centro di proiezione da cui è stato preso il punto (infatti ad ogni singola 

cella od ad ogni riga dell'immagine, corrisponde un punto di presa diverso). Se la geometria di presa può 

essere considerata nota (la ricerca degli elementi omologhi avviene a valle della triangolazione aerea), la 

forma dell'oggetto non lo è sicuramente (ed è lo scopo della procedura determinarla). In ogni caso, qualche 

informazione è sempre disponibile. 

Una volta tolto, per ogni elemento immagine, l'effetto della quota (cioè dopo aver riportato ogni elemento 

immagine alla posizione in cui si sarebbe trovato se l'elemento oggetto avesse avuto la quota arbitraria, 

inizialmente, assegnata), la relazione fra le posizioni di elementi omologhi, nelle diverse immagini, può 

essere descritta, con buona approssimazione (alcuni pixel), da una trasformazione affine cui affiancare una 

trasformazione lineare per la radiometria. Dato un elemento nell'immagine sinistra, la procedura per ottenere 

la posizione approssimata del suo omologo, nell'immagine destra (da considerarsi una alla volta, in caso di 

più immagini), si articola dunque in tre passi: 

 
� correzione per la quota ipotizzata dell'elemento, ottenendo la sua posizione nell'immagine, nel caso il 

punto avesse avuto quota Q0, ovvero la quota per la quale è valida la trasformazione affine; 

� trasformazione affine, per trovare l'elemento corrispondente nell'immagine destra, sotto l'ipotesi che 

questo si trovi a quota Q0; 

� correzione per riportare l'elemento, sull'immagine destra, dalla quota Q0 alla sua quota ipotizzata. 

 
L'incertezza nella trasformazione affine, fra le due o più immagini, è molto limitata (alcuni pixel), quella nelle 

due o più correzioni per la quota dipende dall'incertezza nella conoscenza della quota stessa. In base 

all'incertezza nella determinazione della posizione dell'elemento omologo, può essere definita, per ogni 

elemento caratteristico nell'immagine, una zona più o meno ristretta nell'altra immagine alla quale può 

essere limitata la ricerca dell'elemento omologo. 

Tre casi diversi possono essere verificati nella ricerca di elementi omologhi cui devono corrispondere 

ovviamente diverse risposte operative. 
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� Non si trova nessun elemento caratteristico nella zona. In questo caso, l'omologo dell'elemento non è 

evidentemente un elemento caratteristico nell'altra immagine e la ricerca dell'elemento omologo è fallita. 

� Nella zona è presente un solo elemento caratteristico. In questo caso, può essere avviata la procedura 

di correlazione con una finestrella attorno all'elemento caratteristico e al suo candidato omologo. Se 

l'esito della correlazione è positivo, il risultato della correlazione è accettato come punto omologo. 

� Nella zona sono presenti più elementi caratteristici. In questo caso, si applica, in successione, la 

procedura di correlazione con finestrella attorno a tutti gli elementi caratteristici presenti. Se fra i risultati 

uno è accettabile e decisamente migliore degli altri, questo è accettato come elemento omologo. 

 
Nel terzo caso, esiste il rischio dell'accettazione di una coppia o ennupla errata di elementi omologhi, se 

nella zona sono presenti strutture ripetitive. Il rischio aumenta con l'aumentare del numero di candidati 

presenti. Per questo motivo, è preferibile applicare la procedura a zone ristrette e, per poter disporre di zone 

ristrette, è necessario avere buoni valori approssimati per le quote. Le tecniche di multirisoluzione 

permettono di migliorare gradualmente le quote approssimate. Applicando la procedura descritta a versioni 

dell'immagine a risoluzioni crescenti (altrimenti dette multilivelli), è possibile migliorare gradualmente la 

conoscenza delle quote, in un modo tale che, per ogni risoluzione, le quote siano conosciute con una 

precisione sufficiente. 

 
7.2.4 Calcolo delle coordinate oggetto corrisponden ti ai punti omologhi 

Nel terzo passo della procedura, sono ricostruiti, per ogni insieme di punti omologhi individuati in N immagini 

(N > 1) i raggi proiettanti corrispondenti. La definizione dei raggi proiettanti si basa sulla conoscenza della 

geometria di presa delle N immagini, ottenuta nel primo passo della procedura. Tutti i raggi proiettanti 

comprendono il punto oggetto ed una semplice intersezione delle N rette fornisce le coordinate oggetto del 

punto. L'intersezione di N rette nello spazio è un problema con 2N osservazioni (2N coordinate dei punti 

immagine) e 3 incognite (3 coordinate del punto oggetto), ed è pertanto un problema sovradeterminato con 

2N – 3 gradi di libertà. La ridondanza nella determinazione della posizione del punto oggetto permette un 

controllo sulla presenza di errori grossolani nelle misure (ad esempio, due punti erroneamente presunti 

omologhi) ed offre la possibilità di stimare l'effettiva precisione delle osservazioni. 

 

7.2.5 Ricostruzione della superficie dell'oggetto 

L'ultimo passo della procedura è la ricostruzione della superficie dell'oggetto, a partire dai singoli punti 

oggetto determinati nel passo precedente. In questo passo, la superficie dell'oggetto deve essere espressa 

con una funzione, i parametri della quale devono essere determinati con i dati di input, costituiti dai singoli 

punti. Una interpolazione vera e propria costruisce una superficie che passa esattamente nei singoli punti 

(Fig. 7.2.7). Tuttavia l'interpolazione vera e propria non è una strada consigliabile; infatti gli svantaggi più 

importanti sono l'elevato numero di parametri (uguale al numero di punti) e la impossibilità di verificare la 

presenza di errori grossolani nelle osservazioni. 

Pertanto è spesso consigliabile definire una funzione con un numero di parametri più limitato. Per 

definizione, una tale funzione non possiede la flessibilità necessaria per poter passare esattamente in tutti i 

punti, ovunque siano, e la superficie è più liscia di quella interpolata, perché implicitamente assume che 

esistano errori di osservazione nei dati. In tal caso, la superficie ottimale risulta meno irregolare nelle zone 
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dove i singoli punti suggeriscono un andamento molto corrugato. Gli scarti fra superficie interpolante ed i 

singoli punti permettono di valutare il grado d’approssimazione della superficie, nel seguire la forma 

dell'oggetto, e permettono di verificare la presenza di dati anomali rispetto al modello imposto. La scelta del 

valore medio dei residui che si accetta indica pertanto il livello di errore ammesso per le osservazioni. 

 

 

Fig. 7.2.7 – Due approcci per la ricostruzione della superficie a partire da singoli punti: 
l'interpolazione vera e propria e l’approssimazione con una superficie liscia. 

 

Allora la funzione deve possedere una sufficiente flessibilità, per poter seguire dappertutto la forma della 

superficie, e tale flessibilità può variare convenientemente, da una zona ad un'altra. Inoltre per evitare 

un’eccessiva flessibilità della funzione, in alcune zone, ed una mancanza di flessibilità, in altre, la funzione 

interpolante dovrebbe essere localmente adattabile alla forma della superficie. 

 

7.2.6 Costruzione dell'ortoimmagine 

Conoscendo la geometria di presa e la superficie dell'oggetto, è abbastanza facile costruire l'ortoimmagine 

digitale. Si definisce un reticolato, su una qualsiasi figura approssimante l'oggetto (un piano nel caso di carte 

e mappe), individuando la posizione e le dimensioni dei pixel dell'ortoimmagine. Per ogni punto del 

reticolato, si risale alla superficie dell'oggetto (se la figura scelta non coincide con quest'ultima), calcolando il 

valore della funzione interpolante. Dal punto sulla superficie, si ricostruisce il corrispondente raggio 

proiettante, si determina l'intersezione del raggio con il piano dell'immagine e, valutando il colore o l'intensità 

di grigio in corrispondenza, si ottiene il valore del pixel dell'ortoimmagine. 

Occorre sottolineare che, in questo caso, l'ortoimmagine non ha alcuna pretesa di rappresentazione del 

valore della riflettività dell'oggetto ripreso, poiché non si considera, in alcun modo, la funzione di 

trasferimento tra la riflettività e l'intensità rilevata dal sensore. D'altra parte, conoscendo la fonte di 

illuminazione si può anche correggere, seppure in modo approssimativo, l'effetto delle ombre sui valori di 

colore o di grigio registrati. 

Resta da osservare come l’ortoimmagine possa anche essere costruita su un modello digitale di superficie, 

anziché su un piano, rendendo così più realistica la rappresentazione ottenuta e come entrambi i tipi di 

rappresentazione possano essere successivamente completati dalla superimposizione di elementi vettoriali 

di interesse (nel primo caso, a partire dal modello digitale dell’oggetto, così da rendere realmente 3D la 

restituzione fotografica effettuata, aggiungendo lnformazioni altimetriche, altrimenti mancanti). 
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7.2.7 Metodi a risoluzioni multiple 

Le tecniche di multirisoluzione, proposte da Ackermann, si sono rivelate potentissime per la risoluzione di 

una grande varietà di problemi nel campo dell'analisi delle immagini. Il concetto base di queste tecniche è 

che la minore quantità di dati, alla risoluzione più bassa, permette un'analisi veloce ed approssimata i cui 

risultati possono essere di sostegno per una analisi, più dettagliata, della medesima immagine, ad una 

risoluzione più alta. 

In un'immagine a risoluzione ridotta N1 , ogni pixel rappresenta una zona di N × N pixel dell'immagine alla 

risoluzione originale. Rispetto alla risoluzione originale, il numero di pixel è ridotto N 2 volte e, considerando 

algoritmi per i quali il numero di operazioni è proporzionale al numero di pixel, le informazioni, contenute in 

questa immagine, possono essere analizzate in un tempo N 2  volte minore di quello necessario per l'analisi 

dell'immagine alla risoluzione originale. L'incertezza nella posizione di elementi omologhi dovuta 

all'imperfetta conoscenza della quota degli elementi è N volte minore di quella nell'immagine alla risoluzione 

originale; d'altra parte, anche la precisione nella stima degli elementi omologhi è N volte minore. 

 

 

Fig. 7.2.8 – Metodo a risoluzioni multiple. 

 
La ricerca di elementi omologhi, in coppie di immagini a scala ridotta, è un modo efficiente, per ottenere una 

ricostruzione della superficie dell'oggetto DEM (o più in generale, DSM), a bassa risoluzione e bassa 

precisione. Questa può successivamente essere utilizzata nella procedura applicata ad una risoluzione più 

alta (Fig. 7.2.8).  

Si noti come, durante le ricerche degli elementi omologhi e nella stima delle loro quote, possa essere 

utilizzata una relazione approssimata per la geometria di presa. Infatti solo per gli elementi omologhi 

determinati nell'ultima fase, alla risoluzione massima, è necessario utilizzare la precisa geometria di presa, 
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perché solo gli elementi, determinati in questa fase, sono passati alla fase successiva della procedura, cioé 

lala ricostruzione della superficie dell'oggetto. 

 

7.3 Modelli per pixel immagine 

Le osservazioni elementari della fotogrammetria digitale sono i valori radiometrici dei pixel dell'immagine, 

cioè le misure dell'intensità di luce riflessa, dalle varie parti della superficie dell'oggetto, verso il punto di 

presa. Per poter trattare i valori radiometrici come osservazioni, è necessario formulare un modello 

matematico che esplicita il legame fra i valori radiometrici dei pixel e la descrizione della forma e della 

riflettività dell'oggetto. Questo modello può essere suddiviso in quattro parti: 

 
� modello del sensore al momento della presa; 

� modello della forma della superficie dell'oggetto; 

� modello della riflettività della superficie; 

� modello dell'illuminazione al momento della presa. 

 
La forma e la riflettività dell'oggetto sono di interesse diretto. Il modello del sensore e della fonte di 

illuminazione sono indispensabili, perché il loro effetto sui valori radiometrici dei pixel non può essere 

ignorato. Concettualmente i parametri dei quattro modelli possono essere determinati contemporaneamente, 

a partire dai pixel delle immagini ed un certo numero di dati ausiliari, come punti di appoggio, dati 

sull'illuminazione, ecc.; tuttavia si tratta di un problema fortemente maldeterminato. Infatti generalmente, 

esiste una molteplicità di combinazioni diverse di forma, riflettività ed illuminazione che danno luogo ad 

immagini identiche, anche tenendo fissa la geometria di presa. In queste condizioni, è consigliabile sfruttare 

ogni possibilità di riduzione dello spazio delle soluzioni. Per questo motivo, è meglio stimare separatamente 

il modello della geometria di presa e quello dell'illuminazione, relativamente semplici rispetto agli altri. I 

vincoli di radiometria e geometria di presa possono dare un importante sostegno nella stima dei parametri 

descrittivi della forma e della riflettività dell'oggetto. 

 

7.3.1 Il modello del sensore al momento della presa  

Lo scopo del modello del sensore al momento della presa é descrivere, per ogni pixel, la geometria del 

raggio proiettante e la sensibilità radiometrica del sensore stesso. In altre parole, per ogni pixel 

dell'immagine si definisce in quale punto, da quale direzione e con quale sensibilità radiometrica la luce 

entrante è stata misurata (Fig. 7.3.1). 

 

7.3.2 Il modello della forma della superficie dell' oggetto 

La superficie dell'oggetto, una superficie bidimensionale nello spazio tridimensionale, può essere descritta, 

quantomeno localmente, con una funzione F che esprime una delle coordinate della superficie, in generale 

z, come funzione delle altre due x e y (Fig. 7.3.2), da raccordarsi opportunamente con altre funzioni locali, se 

ne esistono più di una: 

 
z = F(x, y) 

 
Il modello è simile a quello della ricostruzione della superficie a partire di singoli punti. 
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La differenza è che alla determinazione della superficie possono contribuire tutti i cambiamenti di colore o di 

grigio nell'immagine e non solo particolari combinazioni, trattabili dall'algoritmo di matching. Più in generale, 

la ricostruzione della superficie dell'oggetto può avvalersi di descrittori di forma, per ciascuna delle 

coordinate dello spazio tridimensionale, in funzione di due parametri, ad esempio, un'approssimazione 

lineare (triangolazione) delle coordinate intrinseche della superficie stessa. Tuttavia la loro notevole 

complessità, specialmente con oggetti concavi o, addirittura, non semplicemente connessi, fa sì che tutto 

quanto riguarda i descrittori di forma sia considerato estraneo agli scopi del presente lavoro. 

L'esigenza di adattare la funzione localmente alla irregolarità ed alla determinabilità della superficie complica 

la stima della soluzione; la funzione non può essere definita prima di conoscere la forma della superficie e la 

superficie non può essere determinata prima di aver definito una funzione. Allora la soluzione del problema 

sta in una procedura iterativa. 

 

 

Fig. 7.3.1 – Il modello del sensore descrive per ogni pixel dell'immagine in quale punto, da quale 
direzione e con quale sensibilità radiometrica è stata misurata la luce entrante. 

 

 

Fig. 7.3.2 – La superficie dell'oggetto è descritta, quantomeno localmente, con una funzione opportuna 
 che esprime una delle coordinate come funzione delle altre due: z = F(x, y). 

 

7.3.3 Il modello della riflettività della superfici e 

Con l'introduzione dei pixel come osservazioni, la radiometria è diventata parte integrale della procedura. 

Sulla superficie, una parte della luce entrante è assorbita, mentre la parte restante è riflessa: oltre alla forma 

dell'oggetto, deve essere descritta la quantità di luce riflessa, dalle varie parti della superficie dell'oggetto, 

come percentuale della luce entrante che può essere riflessa in tanti modi ed i modi estremi sono: 
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� la riflessione Lambertiana, dove la quantità riflessa è uguale in tutte le direzioni, indipendente dall'angolo 

di incidenza; 

� la riflessione speculare, dove la luce è riflessa in una sola direzione, in funzione dell'angolo di incidenza 

(come accade per gli specchi, le superfici metalliche e quelle liquide prive vortici ed onde). 

 
Per una precisa determinazione del modo in cui una superficie riflette la luce, è necessario avere a 

disposizione un numero elevato di immagini prese da direzioni diverse. Poiché normalmente si dispone solo 

di un numero limitato di immagini, è necessario ipotizzare il tipo di riflessione. L'ipotesi di riflessione 

Lambertiana è spesso realistica (Fig. 7.3.3), mentre le eccezioni più significative sono gli specchi d'acqua e 

le superfici vetrose o metalliche. Allora la riflettività della superficie può essere descritta, quantomeno 

localmente, come funzione delle coordinate piane x e y, R = F(x, y). 

Il modello é simile a quello della forma della superficie dell'oggetto; pertanto ad esso possono essere 

associate le stesse considerazioni geometriche, già fatte in quella sede. Si noti tuttavia come, mentre la 

determinabilità della forma dipende fondamentalmente dalla presenza di cambiamenti di colore o di intensità 

di grigio, la determinazione della riflettività necessita i valori di intensità stessi. Conseguentemente problemi 

di indeterminabilità esistono solo per le parti della superficie dell'oggetto non visibili nelle immagini 

(occlusioni). 

 

 

Fig. 7.3.3 – La riflettività (di tipo Lambertiana) della superficie dell'oggetto può essere descritta, 
quantomeno localmente, come funzione delle coordinate piane: R = F(x, y). 

 

7.3.4 Il modello dell'illuminazione al momento dell a presa 

L'ultimo modello, quello dell'illuminazione (Fig. 7.3.4), descrive le caratteristiche delle sorgenti di luce diretta 

che arriva sulla superficie direttamente dalla fonte e della luce indiretta che arriva alla superficie dopo essere 

stata diffusa e/o riflessa nell'atmosfera. In fotogrammetria aerea o dallo spazio il sole è l'unica fonte di 

illuminazione. Nel caso dell'assenza di nuvole, il modello di illuminazione può essere estremamente 

semplice ed è sufficiente definire l'angolo di incidenza dei raggi solari e la loro intensità. La presenza di 

nuvole può complicare notevolmente la descrizione (in realtà, l'effetto delle nuvole appartiene ad una quinta 

area, quella della trasmissione della luce dentro l'atmosfera, dalla fonte di illuminazione all'oggetto e 

dall'oggetto al sensore). Nella fotogrammetria dei vicini, le fonti di illuminazione possono essere multiple; 

tuttavia l'illuminazione può essere spesso controllata ed il modello dell'illuminazione non contiene parametri 

incogniti. In ogni caso, la conoscenza dettagliata dell'illuminazione può essere di notevole sostegno. 
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Fig. 7.3.4 – Il modello dell'illuminazione descrive le fonti di illuminazione. 

 

APPENDICE – TENDENZE MODERNE DELLA RICERCA FOTOGRAM METRICA 

Il rapido aumento della potenza dei mezzi di calcolo disponibili, sia nel software sia per l'hardware, si è fatto 

sentire anche nelle applicazioni della fotogrammetria. I procedimenti fotogrammetrici hanno, dal loro canto, 

avuto una maggiore diffusione, al crescere dei campi di applicazione di tale disciplina, mentre più ampie si 

sono fatte le aree di intersezione con altre discipline. Uno degli aspetti su cui si sofferma la attuale ricerca 

fotogrammetrica, proprio per gli intensi scambi con altri settori, nella fattispecie la Computer Vision ed alcune 

branche della Ingegneria della Conoscenza, è la possibile automazione completa dei procedimenti usuali: in 

particolare, da parecchi anni si dedica molta attenzione allo sviluppo di nuove tecniche di matching, ovvero 

di ricerca dei punti coniugati. Pertanto da un lato, si procede sulla via tradizionale della fotogrammetria e, 

dopo aver trovato con procedimenti automatici i punti corrispondenti necessari all'orientamento relativo, si 

passa alla classica compensazione (bundle adjustment), mentre d'altro, si cerca di saltare i gradini del 

processo tradizionale. 

Alcuni ostacoli sulla via dei raggiungimento della piena automatizzazione dei procedimenti sono di natura 

pratica e consistono nell'alto livello tecnologico richiesto alle attrezzature, al limite delle attuali capacità 

realizzative. Mentre questo tipo di difficoltà non sembra insuperabile, per le normali aspettative di progresso 

tecnico, esistono ostacoli di altra natura che non consentono di eliminare, a livello concettuale, l'intervento di 

un operatore con la sua esperienza e duttilità. E' a questo punto che intervengono le tecniche ed i supporti 

teorici di altre discipline alleate: la costruzione di Sistemi Esperti e le tecniche di Apprendimento Automatico 

(Machine Learning) sono due discipline da cui la ricerca fotogrammetrica si attende importanti contributi. In 

effetti, sono già note soddisfacenti applicazioni di Sistemi Esperti alla fotogrammetria del vicino. Inoltre non 

si farà cenno, in questa sede, alle svariate applicazioni di tale disciplina nei Sistemi Informativi Territoriali. 

Si risale agli anni '70 per trovare le prime ricerche che segnano il contatto tra Computer Vision e 

fotogrammetria. In tali studi è presentato un algoritmo di rilassamento per la visione stereoscopica che è 

successivamente affinato sulla base di una migliore aderenza ai dati psicologici. Osservando la figura A.1, si 

nota che: 

 

� ogni punto in una immagine ha una sola profondità, 

� un punto è più affidabile se la sua profondità è simile a quella dei punti vicini. 
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L'immagine può essere considerata come una rete binaria in cui ogni possibile "match" è rappresentato da 

uno stato binario (i matches hanno valore 1 e i "non-matches" hanno valore 0 ): i collegamenti tra matches 

alterni in ogni punto si inibiscono l'un l'altro, viceversa i collegamenti tra matches di uguale profondità si 

rinforzano (Fig. A.2). L'elaborazione procede mediante un algoritmo iterativo; in generale, il criterio di 

convergenza esprime la necessità che il numero di punti modificati, in una iterazione, sia minore di una certa 

soglia. La novità da considerare negli sviluppi successivi è che le osservazioni fotogrammetriche nello 

spazio immagine non derivano da misurazioni umane, bensì da tecniche automatiche di analisi 

dell'immagine; pertanto chiari sono i collegamenti tra la moderna fotogrammetria e la Computer Vision, da un 

lato, e l’Ingegneria della Conoscenza, dall'altro, discipline a loro volta tra loro strettamente legate. Infatti la 

Computer Vision, cioè la percezione mediante macchina basata su un input di sensori visivi, può essere 

considerata un campo di applicazione delle idee e delle tecniche dell’Ingegneria della Conoscenza (già 

precedentemente nota come Intelligenza Artificiale: "l'intelligenza Artificiale è, o dovrebbe essere, lo studio di 

problemi di elaborazione delle informazioni che hanno radice in alcuni settori dei trattamento biologico delle 

informazioni"). 

  

Fig. A.1       Fig. A.2 

 

L'intelligenza Artificiale ha avuto, fin dalla sua nascita, due obiettivi principali: 

 

� costruire macchine sempre più affidabili; 

� comprendere l'intelligenza. 

 

E' evidente come il secondo obiettivo riguardi le ricerche di psicologi, neurologi e filosofi della scienza. 

Tuttavia anche nel primo ambito più strettamente tecnologico, si riscontrano intersecazioni con tali discipline 

(ad esempio, partendo dalla visione stereoscopica dell'uomo si possono collegare gli effetti ad una rete di 

grafi, oppure strumenti tipici della Logica e della Grammatica costituiscono prestiti essenziali nelle tecniche 

di matching). Il cervello, posto di fronte ad una scena, usa sia le acquisizioni visive dall'ambiente circostante, 

sia le conoscenze passate, per generare una rappresentazione interna di tale scena (si confronti a riguardo 

la figura A.3). Analogamente nei sistemi di Computer Vision, si attua un processo che usa modelli per 

interpretare i dati sensoriali: modelli del mondo fisici e di formazione dell'immagine. Tali sistemi di 

comprensione dell'immagine che partono dagli array delle intensità dei pixel e, usando i modelli specifici o 

generici opportunamente archiviati, determinano il contenuto e la comprensione delle scene, differiscono per 

il grado di contributo di Intelligenza Artificiale utilizzata (Fig. A.4). 

La prima sezione di un sistema di Computer Vision prende l'immagine formata dai pixel e la converte in 
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feature, quali spigoli e regioni; la seconda parte di tale sistema segmenta queste feature in superfici e 

volumi, in modo dipendente dalla conoscenza dei contesto e dagli scopi di tale calcolo. Pertanto usando la 

conoscenza dei contesto da interpretare ed i vincoli associati alle relazioni tra gli oggetti compresi in esso, 

sono identificati gli oggetti ed analizzate tutte le scene. Si nota subito, come le tecniche, per ottenere i vari 

scopi intermedi all'interno dei sistema complessivo, siano apparse interessanti ai fotogrammetri e come 

scambi interdisciplinari siano potuti avvenire. 

La transizione dalla fotogrammetria analitica a quella digitale richiede la modifica e/o l'estensione dei modelli 

esistenti e lo sviluppo di nuovi concetti. Nell'approccio classico la formazione del modello (orientamento 

relativo) e la ricostruzione dell'oggetto (orientamento assoluto) si basano sull'uso di punti distinti. Tuttavia 

come già detto in precedenza, si può immaginare di utilizzare, per tali scopi, particolari fotogrammetrici 

geometriamente diversi dai soliti punti: linee di vario tipo, oppure superfici e le loro proiezioni nello spazio 

immagine. Ciò che un tempo era impensabile ora, grazie alle tecniche digitali, è ancora più facile che 

l'estrazione dei classici punti. Pertanto se da un lato la fotogrammetria digitale ricalca la fotogrammetria 

analitica classica e tenta di renderne automatici i vari gradini, dall'altro si apre il campo della ricerca di nuovi 

modelli fotogrammetrici per quella che può definirsi fotogrammetria delle linee e delle superfici. 

 

  

Fig. A.3       Fig. A.4 

 

Matching di immagini 

Il matching propriamente detto (la ricerca dei punti coniugati) è una tappa importantissima nelle operazioni 

della fotogrammetria digitale, ad esempio, quali l'orientamento automatico o la ricostruzione di superfici. In 

questa sede, si accenna brevemente alle osservazioni compiute nel campo della corrispondenza linea – 

linea e, in generale, di altre forme geometriche, dedicando maggiore spazio al matching di punti, perché è 

quello che, per svariati motivi (inclusi quelli storici intrinseci alla fotogrammetria), occupa maggiormente 

l'attenzione dei ricercatori. Per quanto riguarda invece la corrispondenza linea – linea, si tratta della 

formulazione di una relazione tra i punti misurati sull'immagine e i parametri di una linea tridimensionale. Il 

vantaggio di questa tecnica consiste nel fatto che non è necessaria la relazione tra punti omologhi nella 
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stereocoppia: l'unico vincolo è quello che i punti misurati nelle immagini appartengano alla stessa linea nello 

spazio oggetto. Dopo le prime osservazioni, le ricerche più recenti si occupano di orientamento relativo ed 

assoluto mediante la corrispondenza linea – linea, ricercando le configurazioni di minimo, cioè il minimo 

numero di entità geometriche necessarie alla soluzione nel caso di orientamento esterno di una singola 

immagine ( 6 parametri), di orientamento relativo ( 5  parametri) e di orientamento assoluto ( 7  parametri). 

Per quanto riguarda ad esempio l'orientamento relativo, occorre osservare che una linea retta è definita da 

2  osservazioni nello spazio immagine (equazioni) e da 4  parametri nello spazio oggetto (incognite): i piani 

di proiezione corrispondenti si intersecano sempre in una linea retta (eccetto che per piani paralleli o 

identici), cosicché non si ricava fuori dall'intersezione di tali piani nessuna informazione ridondante 

necessaria alla determinazione dell'orientamento relativo. In conseguenza a tali osservazioni, sono 

necessarie almeno 3  immagini e 6  linee rette corrispondenti per immagine, per ottenere con la solita 

compensazione ai minimi quadrati i parametri di orientamento relativo delle immagini ed i parametri che 

descrivono le linee rette nello spazio del modello. La soluzione si basa sulla condizione che i 3  piani 

corrispondenti si intersechino in una unica linea nello spazio modello. Invece un cerchio è definito da 5  

parametri nell'ellisse sull'immagine e da 6  parametri nello spazio oggetto; perciò sono necessari 2  cerchi 

proiettati su 2  immagini per ottenere una soluzione che includa 3  osservazioni ridondanti. La soluzione si 

basa sulla condizione che i coni proiettivi formati dai centri di proiezione e dalle ellissi nello spazio immagine 

si intersechino in un’identica immagine circolare. 

Ampliando le osservazioni precedenti ed occupandosi di problemi che si verificano nella metrologia 

industriale, è facile constatare che, sugli oggetti rappresentati, non si trovano punti caratteristici facilmente 

identificabili, ma viceversa sono facilmente distinguibili linee rette. La nuova domanda è allora se si possano 

utilizzare tali linee, al posto dei soliti punti, e quale sia il minimo numero di misure necessarie per giungere 

ad una soluzione unica dei problema. Per l'orientamento relativo, ad esempio, sono necessarie 3  o più 

coppie di linee parallele. Si assume che i punti sulle linee siano misurati separatamente nell'immagine destra 

e sinistra, ottenendo così punti non – omologhi, ma che si trovano sulla stessa linea nell'oggetto. L'uso della 

fotogrammetria delle linee può essere esteso anche a problemi riguardanti l'aggiornamento di carte, allorché 

è necessario il riconoscimento delle forme dei manufatti e della loro dislocazione, oppure la tessitura 

stradale, pur con evidenti maggiori difficoltà. 

Tornando al matching propriamente detto, dopo il primo modello matematico per il processo di matching 

dell'immagine, utile per la determinazione dei punti coniugati, sono stati fatti molti progressi. Da un lato, il 

modello matematico è stato esteso con l'introduzione di vincoli geometrici, dall'altro le tecniche di matching si 

sono spostate da quelle basate sull'area a quelle basate su altri tipi di particolari (geometrici e/o tematici) 

presenti nell'immagine; infine si è pensato di combinare il matching con la ricostruzione della superficie. Si 

tratta, come noto, di sviluppi avvenuti in tempi successivi, durante i quali svariate sono state le incursioni nel 

campo della Computer Vision, pertanto si cercherà di fare un'analisi schematica dei problemi connessi con il 

matching, tenendo conto degli sviluppi che si sono, man mano, manifestati nel corso delle ricerche. In 

generale, dopo il preprocessamento, la strategia dei matching prevede i seguenti passi: 

 

� feature extraction; 

� matching propriamente detto. 
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Gli aspetti caratteristici da estrarre dall'immagine (feature extraction) sono: 

 
� proprietà statistiche di base, quali media, mediana, sqm, mav, autocorrelazione dei livello di grigio; 

� punti di particolare interesse; 

� spigoli; 

� valori di texture (tessitura). 

 
Si noti, a riguardo, come texture sia un termine usato per caratterizzare la variazione del livello di grigio in 

un'immagine. Essa può essere considerata da diversi punti di vista: 

 
� primitive; 

� modelli strutturali; 

� modelli statistici; 

� gradienti. 

 
Per quanto riguarda il primo punto, si ricorda che la primitiva visiva è il texel, con certe proprietà invarianti 

che si ripetono in differenti posizioni (Fig. A.5). Il modello strutturale riguarda il modo in cui le primitive 

formano una trama ripetitiva e descrive tali trame mediante regole. Il modello statistico descrive la texture 

mediante regole statistiche che governano la distribuzione e la relazione dei livelli di grigio (va bene per quei 

casi in cui le primitive sono a mala pena discernibili). Il gradiente serve per determinare l'orientamento della 

superficie mediante alcune tecniche di derivazione vettoriale. Si osserva inoltre, per quanto riguarda il 

modello strutturale della posizione dei texel, che si usufruisce di modelli grammaticali, di grammatiche delle 

forme, di grammatiche ad albero, di grammatiche a vettori. In base alla scelta di quali di tali aspetti estrarre, i 

metodi di matching si raggruppano in due classi: 

 
� ABM (area based matching); 

� FBM (feature based matching). 

 
Le immagini da sottoporre al matching possono essere qualsiasi, a patto tuttavia che siano simili e 

contengano sufficiente informazione fotometrica. In generale, il primo metodo si basa su criteri statistici, ad 

esempio, sulla correlazione dei livello di grigio nelle due immagini. Il secondo metodo, sviluppato negli ultimi 

anni, si avvale di svariate tecniche che si descriveranno in seguito (talvolta all'interno di particolari strategie i 

due metodi ABM e FBM si incontrano). Nel metodo ABM, come noto, un'area rettangolare (templet) di una 

immagine è paragonata ad un'area della stessa dimensione nell'altra: il criterio si basa sulla ricerca dei 

massimo coefficiente di cross-correlazione o sulla minimizzazione della differenza dei livello di grigio, 

all'interno di una strategia ai minimi quadrati o facente uso di procedure robuste. In questo caso (LSM, least 

squares matching e sue varianti robuste) è utilizzato un algoritmo relativamente semplice, di alta precisione, 

e con bassa necessità di memoria che tuttavia è sensibile alla distorsione prospettica, ai cambiamenti di 

illuminazione e di contrasto, alle ombre e alle occlusioni, in generale, a tutti quei casi in cui si presentano 

differenze nelle proprietà radiometriche o geometriche. Tuttavia poiché i metodi ABM confrontano i pixel 

sulla base delle sole differenze dei livelli di grigio ed i pixel non contengono informazioni esplicite sulle aree 

in esame, potrebbe accadere che aree del tutto prive di interesse siano sottoposte ad un trattamento 

inutilmente accurato. 
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Fig. A.5      Fig. A.6 

 
I metodi del secondo gruppo (FBM) possono essere suddivisi in quelli che partono dalla considerazione di 

punti e di spigoli. Nel primo caso, in ogni immagine sono estratti i punti caratteristici ed il successivo 

matching avviene sulla base di criteri che partono da misure di somiglianza e di coerenza; nel secondo caso, 

sono invece gli spigoli ad essere estratti, mediante l'uso di svariati algoritmi di rilevamento, e sono poi 

corretti in base a criteri, anche in questo caso, di somiglianza e coerenza. Oltre alla scelta del tipo di 

particolare da estrarre, bisogna effettuare una scelta riguardo alla strategia, in modo che il matching risulti 

rapido, preciso ed affidabile. Fino a qualche tempo fa, la tendenza tra i fotogrammetri era quella di estrarre i 

punti caratteristici, mentre tipica della Computer Vision era l'estrazione di spigoli; attualmente anche la 

fotogrammetria prende più favorevolmente in considerazione l'estrazione di spigoli. D’altra parte, l'obiettivo 

del matching in fotogrammetria è comunque quello di ottenere le coordinate tridimensionali nello spazio, in 

seguito al processamento (mediante le equazioni di collinearità) di punti corrispondenti nella stereocoppia, 

mentre lo scopo della Computer Vision è quello di comprendere l'immagine. Pertanto poiché gli spigoli 

contengono maggiori e più ampie informazioni dei punti a questo riguardo, è naturale che siano stati 

applicati algoritmi per l'estrazione degli spigoli prima nella Computer Vision che in fotogrammetria digitale. 

Di recente, si è sviluppato un nuovo tipo di matching, detto relational (relazionale) matching. Esso è un 

metodo proprio della Computer Vision che può essere pensato come un’estensione del matching FBM 

basato sulle proprietà (non statistiche) dell'immagine. Per poter applicare tale tipo di matching, le proprietà 

delle immagini debbono essere rappresentate in maniera simbolica, spesso secondo un approccio che parte 

dalla teoria dei grafi: la soluzione si trova allora attuando un qualche tipo di ricerca nello spazio dei grafi. In 

ogni caso, l'interesse delle più recenti ricerche non sta tanto nell'uso di algoritmi nuovi  (infatti molti di loro 

sono già stati utilizzati nel corso di questi ultimi anni), quanto nei numerosi tentativi di confrontare i nuovi 

metodi e soprattutto di intersecarli, in modo da combinarne i vantaggi e cercare di mitigarne i rispettivi difetti. 

Ovviamente è necessario evitare che la giustapposizione di diversi metodi conduca a risultati illusori; perciò 

si deve disporre di un robusto inquadramento teorico che indirizzi i tentativi di soluzione nei campo dei valori 

realmente compatibili con la natura dei problema. 

Nel prosieguo, si tenterà di illustrare la molteplicità di questi esperimenti; tornando al tentativo di fornire uno 

schema dei vari tipi di matching, si osserva come, oltre alla scelta del tipo di matching sulla base del tipo di 

entità da estrarre dall'immagine, sia necessario compiere una scelta riguardante il tipo di strategia. Sulla 

scelta della strategia, può influire la capacità di fornire un matching per quanto possibile rapido, preciso ed 

affidabile, in base a una data configurazione di input e per un ben determinato output. D’altra parte, nel 

corso delle ricerche sul matching, come già detto in precedenza, sono stati immessi metodi propri della 

fotogrammetria: il LSM (least squares matching e sue varianti robuste) si basa sul criterio dei minimi quadrati 

(e sue generalizzazioni) che, come noto, è il metodo classico delle scienze geodetiche e geomatiche in 
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senso lato. Esso inizia applicando la strategia dei minimi quadrati al matching basato sull'area e perfeziona 

successivamente la soluzione, tenendo conto delle piramidi di risoluzione. 

 
� La correlazione d'immagine, a partire da aree omologhe nelle immagini che si sovrappongano in modo 

sufficiente e che siano rappresentabili in forma di matrici dei valori dei livelli di grigio, può essere 

eseguita mediante algoritmi diversi. Uno di questi consiste nella massimizzazione del coefficiente di 

cross-correlazione delle matrici ed è stato utilizzato finché non si è introdotto l'algoritmo ai minimi 

quadrati che minimizza le differenze dei valori di grigio, quando si trasforma una matrice in un'altra. Se 

( ) ( )xgxg 21 ,  sono 2  matrici dei valori di grigio osservati e 1010  , , , aahh  sono 4  costanti incognite 

esprimenti, rispettivamente, trasformazioni lineari radiometriche e geometriche fra le immagini, si ottiene 

la trasformazione: 

 
)()( 101102 xaaghhxg ++=  

 
nella quale si assume che entrambe le matrici riguardino le immagini dello stesso oggetto. Da questa, 

trasformazione si ottiene l'equazione d'osservazione linearizzata, valida per ogni pixel i: 

 

1101101 )()()()()( dhxgdhdaxgxdaxgxvxg iiiiii +++=+∆  

 
in cui v è la differenza tra i rispettivi rumori nelle immagini e ∆g1(x) il gradiente dell'immagine g1(x). 

L'algoritmo di correlazione attualmente impiegato è una generalizzazione bidimensionale di quanto 

appena esposto, prevedendo una trasformazione affine generale fra le due immagini. 

 
� Le immagini possono essere sistemate su di un unico livello, oppure disposte gerarchicamente in 

piramidi. Infatti esiste un teorema secondo il quale la massima frequenza spaziale nei dati dell'immagine 

deve essere minore della frequenza di campionatura in modo che l'immagine rappresenti l'originale 

senza ambiguità. Spesso gli oggetti possono essere riconosciuti in immagini con un indice basso di 

campionamento, per i seguenti motivi: 

 
� i calcoli sono di mole inferiore per la riduzione di dimensione; 

� dettagli confusi presenti nelle versioni ad alta risoluzione possono non apparire a bassa risoluzione. 

 
Tuttavia in generale, anche se alcuni oggetti (ad esempio, gli spigoli) sono facilmente identificabili a 

bassa risoluzione, la descrizione dì un oggetto ha bisogno di dettagli che si riscontrano solo ad alta 

risoluzione: ciò porta naturalmente alla nozione di struttura piramidale dei dati (Fig. A.6). La piramide di 

immagini è allora una rappresentazione di uno spazio discreto di scale e permette di operare 

efficacemente con tecniche multi – risoluzione e multilivello. 

Le tecniche basate sullo spazio delle scale sono ampiamente usate in fotogrammetria digitale: si 

assume che tutte le entità trovate in immagini di risoluzione uguale appartengano allo stesso livello 

scalare; tuttavia esiste una variazione di scala tra entità coniugate in immagini multiple, oppure anche 

tra differenti entità in una stessa immagine. Gli aspetti teorici, connessi con l'uso delle tecniche basate 

sullo spazio di scale (sia nel dominio delle immagini, che in quello dell'oggetto) e delle relazioni tra 

questo tipo di rappresentazioni nei due domini, investono tanto utilizzazioni, quali il matching e la 
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ricostruzione dell'oggetto, quanto la produzione di ortofoto e la superimposizione di elementi vettoriali 

ad immagini (o mappe) raster. 

Come noto infatti, nelle immagini digitali, le variazioni di grigio corrispondono a fenomeni dello spazio 

oggetto che possono essere percepiti su aree di diversa ampiezza, da pochi pixel in su, e 

l'identificazione di queste variazioni di grigio è essenziale nella decodificazione dell'informazione 

intrinsecamente contenuta nelle immagini. La strategia LSM è accoppiata all'esistenza di vincoli, cioè 

alla possibilità di avere differenti descrizioni geometriche, come incognite aggiuntive. Tali vincoli 

possono essere schematicamente divisi in due gruppi: 

 
� i vincoli geometrici definiti dalla geometria dell'immagine dovuta ai sensori (linee epipolari); 

� altre informazioni geometriche (ad  esempio, la conoscenza di punti vicini ed altre informazioni 

sull'oggetto). 

 
Le tecniche di matching riguardano il matching di prima approssimazione e quello fine; ciascuno di 

questi si presta poi ad ulteriori suddivisioni. La prima approssimazione si può realizzare per iterazione 

(procedimento di feedback o di retroazione), ovvero per rilassamento (alimentazione gerarchica in 

avanti). La sequenza di questo tipo di matching può essere programmata, come una serie prefissata di 

tentativi che possono essere geometricamente vincolati, oppure può essere autocorrettiva. La 

robustezza dei procedimento può essere migliorata collegando, ad esempio, immagini adiacenti, dopo 

averle sottoposte individualmente al matching, in stringhe ed applicando il matching alle stringhe 

stesse. Il matching fine è necessario per una più elevata precisione: a questo scopo, è molto usata la 

sopraccitata tecnica dei least squares matching (LSM). Tale tipo di matching, come ben noto, rende 

minime le differenze quadratiche nell'intensità dell'immagine e consente di operare su coppie di 

immagini, come pure su immagini multiple. Si noti tuttavia come, proprio a causa della non linearità 

dell'algoritmo ai minimi quadrati, lo stesso algoritmo abbia bisogno di una conoscenza dei valori 

approssimati dei parametri incogniti. 

 
La rappresentazione nello spazio delle scale di un segnale f(x,y) è un gruppo di segnali che rappresenta il 

segnale originario, su diversi livelli di scala, in funzione di un parametro di scala. La rappresentazione su 

scala spaziale dell'immagine digitale è usata per produrre diverse versioni della stessa immagine, con una 

variazione sistematica, facile da usare, del contenuto di informazione. Quando si rappresenta la famiglia di 

immagini nello spazio delle scale (la piramide di immagini), si crea un numero discreto di rappresentazioni 

dell'immagine. Tuttavia le entità all'interno dello stesso livello piramidale possono non avere la stessa scala 

geometrica, diverse entità nella stessa immagine possono avere diversi fattori di scala; inoltre l'immagine 

della stessa entità nello spazio oggetto può avere scala diversa. Nel LSM, si prova a collegare finestre di 

alcuni pixel, minimizzandone le differenze radiometriche, scrivendo un'equazione per ogni coppia di punti 

coniugati all'interno di una coppia di finestre di immagini, approssimativamente coniugate: sd gg  , , 

rispettivamente, nell'immagine destra e sinistra: 

 
),(),(),( yxeyxgyxg dddsss =−  

 
Come già detto in precedenza, si procede all'applicazione di una trasformazione affine generale cui segue il 
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ricampionamento dei valori di grigio, per affrontare un nuovo passo della soluzione. Le variazioni di scala 

possono influire in vario modo sul processo; allora per tenere conto del problema delle differenti scale, il 

concetto stesso di scale deve essere introdotto nel processo vero e proprio di matching, modificando 

opportunamente le equazioni d’osservazione: 

 
),();,();,( yxesyxgsyxg ddddssss =−  

 
inserendo  tra i parametri incogniti anche i fattori di scala: sd ss  , . Un altro tipo di scelta di strategia è 

collegato al fatto che le entità delle immagini possono essere disposte direttamente nelle immagini (spazio 

delle immagini), oppure indirettamente nello spazio dei modelli virtuali (spazio degli oggetti). Se si tiene 

conto dello spazio in cui il matching ha luogo, si può ricorrere ad un'altra classificazione per descrivere le 

tecniche attuali: 

 
� tecniche basate sullo spazio immagine; 

� tecniche basate sullo spazio oggetto. 

 
Nel primo caso, opportune primitive in un’immagine sono paragonate con analoghe primitive nell'altra 

immagine. Le tecniche si basano sul tipo di primitiva prescelto e sono tutte quelle cui si è accennato in 

precedenza (ABM, FBM, relational matching). Invece nel secondo caso, le ricerche sono avvenute più tardi e 

sono nate dalla necessità di ricostruire il modello digitale di superficie (DSM) da una coppia di immagini 

digitali. Nel primo caso, i punti coniugati della stereocoppia sono trovati dal computer invece dell'operatore, 

ma i calcoli seguenti (la compensazione) sono uguali in entrambi i casi, senza tenere conto di come i punti 

sono stati trovati. Nel secondo caso invece, poiché il matching avviene nello spazio oggetto, tutte le 

informazioni sull’oggetto, sia precedenti, che eventualmente ottenute nel corso del procedimento, possono 

essere facilmente integrate. Si badi  tuttavia, come  i procedimenti di calcolo richiedano una notevole mole di 

lavoro e causino una certa perdita di informazione fotometrica. 

 
Matching nello spazio immagine 

Le soluzioni FBM (feature based matching) si dividono, come già detto in precedenza, a seconda che 

prendano in considerazione: 

 
� punti; 

� spigoli. 

 
Nella prima soluzione, punti distinti (interest points) sono estratti mediante svariati procedimenti e corretti poi 

tra loro, in base a misure riguardanti la somiglianza di certi parametri. Nel secondo caso, in modo analogo, 

gli spigoli sono estratti mediante l'uso di svariati algoritmi e correlati poi, in accordo a determinati criteri di 

somiglianza. Attualmente esistono due filoni di ricerca: 

 
� dopo l'estrazione di spigoli, si procede all'individuazione di punti, mediante opportuni operatori, dai quali 

partire per il matching; 

� il matching avviene direttamente sugli spigoli. 
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Un filone di ricerca per l'automazione dell'estrazione degli spigoli è stato quello di copiare il comportamento 

dell'operatore umano, usando le conoscenze sul sistema di visione stereoscopica dell'uomo. Ad esempio, i 

confini degli oggetti che tendono a mostrare discontinuità di intensità nell'immagine sono estremamente 

importanti nel sistema di visione umano. Infatti spesso, un oggetto può essere riconosciuto solamente da un 

contorno; inoltre la rappresentazione dei contorni è facilmente integrabile in una larga varietà di algoritmi per 

il riconoscimento di oggetti. Un rilevatore di spigoli è un operatore matematico, con una modesta estensione 

spaziale, che serve a rilevare uno spigolo localizzato in una funzione d'immagine. 

Operatori di tipo diverso sono adatti a diverse situazioni da investigare, tuttavia il principio comune si basa 

sulla capacità di individuare una direzione allineata con la direzione di massimo cambiamento nel livello di 

grigio ed una ampiezza che segnala la consistenza di tale cambiamento. Si possono individuare due tipi 

principali di operatori, a seconda che approssimino il gradiente della funzione dell'immagine o la sua 

Trasformata Laplaciano. Per quanto riguarda il primo caso, sono stati introdotti due tipi di operatori, a 

seconda che approssimino i gradienti ortogonali: yx ff , , della funzione di immagine, ovvero il gradiente 

direzionale: rf ∂∂ . 

In tabella A.1, sono illustrati alcuni tra i più noti operatori del primo tipo. Il più noto è l'operatore di Roberts; l’ 

operatore di Prewitt, l’operatore di Sobel e quello isotropico calcolano differenze orizzontali e verticali di 

somme locali, con il risultato di una riduzione dell'effetto dei rumore, ed hanno la proprietà di mantenere il 

valore zero per regioni uniformi. In tabella A.2, sono illustrati gli operatori del secondo tipo. Il più noto è 

l'operatore di Kirsch. Per quest’ultimo, un movimento circolare, ad un passo, degli otto elementi esterni della 

sua maschera, comporta una rotazione di °45  della direzione dei gradiente, mentre uno a due passi 

comporta una rotazione di °90 , e così via. L'uso degli operatori sopraccitati, ancora raro in fotogrammetria, 

è raccomandato nel campo dell'elaborazione d'immagine e della Computer Vision. 

Negli ultimi anni in campo fotogrammetrico è stato utilizzato l'operatore LoG. Dati la funzione dei livello di 

grigio nell'immagine: ( )yxf , , il filtro di Gauss: 
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e la Trasformata Lapiaciano dei filtro di Gauss, detta operatore LoG: 
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facendo la convoluzione delia funzione dell'immagine con lo stesso operatore LoG, si oftiene la funzione: 

 

),(*),(),( 2 yxfyxGyxC ∇=  

 
Gli spigoli sono individuati proprio dove la funzione ( )yxC ,  va a zero; questi elementi sono chiamati: zero-

crossing. Infatti l'operatore LoG combina il filtro di Gauss con la Trasformata Laplaciano: 
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� il filtro di Gauss ottimizza i vincoli contrastanti della limitazione nel dominio spaziale e della frequenza; 

� le derivate seconde dell'immagine lisciata, a loro volta, evidenziano cambiamenti bruschi nell'intensità 

della funzione di grigio. 

 
Inoltre l'operatore LoG si presta assai bene a descrivere la funzione dell'immagine nello spazio delle scale. 

Spesso infatti, in tale tecnica multi – scalare, dapprima si liscia l'immagine con filtri gaussiani di svariate 

dimensioni, per definire i livelli di scala, e successivamente, individuati i punti corrispondenti su un livello 

grossolano, li si segue attraverso lo spazio delle scale. Una volta estratti gli spigoli, essi sono rappresentati 

in qualche spazio: 

 
� spazio di Hough; 

� spazio s−ψ ; 

� spazio di Fourier; 

 
oppure possono essere approssimati con un poligono. 

 
� La trasformata di Hough, il cui uso è stato studiato, per la prima volta alcuni decenni or sono, nel campo 

dell'elaborazione d'immagine e della Computer Vision, ha attualmente vaste applicazioni anche nel 

settore della fotogrammetria digitale. La tecnica di Hough per l'individuazione di curve è adatta ai casi in 

cui non ne è ben definita la posizione; viceversa la forma può essere descritta mediante una curva 

parametrica ed i principali vantaggi consistono nel fatto che tale tecnica è relativamente poco influenzata 

da interruzioni nelle curve e dal rumore. Inizialmente si prende in considerazione la definizione di linee 

rette su un'immagine, presumendo che siano stati scelti punti immagine verosimilmente presenti su 

contorni lineari. La tecnica di Hough organizza questi punti lungo linee rette, sostanzialmente 

considerando tutte le possibili linee rette e giudicando queste in base al modo con cui si adattano ai dati. 

Si consideri in figura A.7.a il punto ( )',' yx  e l'equazione della retta: cmxy += . Tutte le rette passanti 

per ',' yx  saranno quelle per cui cm,  soddisfino la relazione: cmxy += '' . Ritenendo fissate le 

coordinate ',' yx , allora l'ultima equazione rappresenta una retta nello spazio parametrico cm, . 

Ripetendo il ragionamento, un secondo punto ( )"," yx  anch'esso avrà una retta nello spazio parametrico 

che si intersecherà nel punto ( )',' cm , come mostrato in figura A.7.b. Da questa relazione tra spazio 

immagine e spazio parametrico, si può ricavare l'algoritmo di Hough per individuare le linee rette. 

Tuttavia dato che m  può essere infinito nel piano cm, , una migliore parametrizzazione per la linea retta 

è data dall’espressione: rysinx =+ θθcos . 

Questa tecnica può essere generalizzata ad altre curve, in modo diretto; infatti per ogni curva: ( )axf , , 

a  è un vettore parametrico. Nel caso di un cerchio, l'algoritmo di Hough incrementa passo dopo passo 

i valori di rba ,,  che stanno sulla superficie di un cono. Detta trasformata non rileva solo il cerchio in 

esame, ma fornisce anche il centro di tale cerchio. Lo svantaggio è che i calcoli crescono 

esponenzialmente con il numero di parametri; pertanto la tecnica esposta è praticamente utilizzabile 

solo per curve con un piccolo numero di parametri. Per una ulteriore generalizzazione della presente 

tecnica, si pensi al caso in cui l'oggetto ricercato non abbia forma analitica semplice, ma comunque ben 
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definito appaia nell'immagine con forma, orientamento e scala noti. Allora si sceglie un punto di 

riferimento nella figura e si traccia una linea retta fino al contorno. Sul punto del contorno individuato, si 

calcola la direzione del gradiente e si tiene conto del punto di riferimento, come funzione di questa 

direzione. E' possibile calcolare in anticipo la disposizione del punto di riferimento, a partire dai punti di 

contorno, una volta dato l'angolo del gradiente. 

La trasformata di Hough non riconosce solo una forma predefinita, ma ne dà anche la misura, 

l'orientamento, l'eventuale centro: pertanto si può applicare in diverse tappe del processo 

fotogrammetrico. Ad esempio, un metodo basato su tale algoritmo serve l’individuazione di un punto 

segnalizzato. Infatti un importante obiettivo della fotogrammetria digitale è l'ottenimento di misure molto 

precise di punti segnalizzati sull'immagine digitale, allo scopo di ottenere la trasformazione tra 

coordinate immagine e coordinate oggetto. Se il segnale è un cerchio bianco in un intorno nero, 

contenente diametri equispaziati intersecantisi al centro; tale procedura può essere automatizzata ed il 

rilevamento avviene velocemente, potendo così essere utilizzato nel processo di ricognizione del 

modello. 

� La rappresentazione s−ψ  di una linea è una funzione: ( )sψα = , dove la tangente ψ è funzione dei 

parametro s lunghezza della linea (Fig. A.8). Si ricordano le proprietà di tale rappresentazione: 

 
� la rappresentazione è invariante rispetto alla posizione nel dominio originale: yx, ; 

� i vertici delle linee rette creano discontinuità nella curva s−ψ ; 

� le linee rette diventano linee orizzontali, le linee curve di 2° grado linee rette con inclinazione 

proporzionale alla curvatura. 

 
Il vantaggio di tale rappresentazione è che il nuovo dominio riduce il matching ad un problema ad una 

dimensione, rendendo risolvibile un problema altrimenti molto complesso. Infatti gli spigoli di forma 

simile nelle immagini sono caratterizzati da funzioni simili nella trasformata s−ψ  (per cui sono simili 

anche direzioni ed angoli); inoltre tale metodo è indipendente da differenze di rotazione tra le immagini. 

� Una linea chiusa bidimensionale può essere descritta mediante due funzioni periodiche: ( ) ( )tytx , . ll 

parametro t  è definito da Llπ2 , dove L  è il perimetro della linea chiusa e I indica la lunghezza d'arco 

che va dal punto iniziale s  fino al generico punto p  (Fig. A.9). Un’ulteriore generalizzazione della 

presente tecnica a figure qualsiasi aperte o chiuse, anche pluriconnesse, è offerta da descrittori di forma 

ad elementi finiti usuali (ovvero aperti), oppure ciclici, in funzione di opportune approssimazioni dei 

perimetro della linea. 

� L'approssimazione poligonale è usata per molti scopi nella Computer Vision ed in fotogrammetria digitale 

(compressione dei dati, ricognizione dei modello, ecc.). Nel caso esaminato, si parte dalla definizione 

della curvatura di una curva: 
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dove y  è la funzione rappresentante la curva. Poiché la curva digitalizzata è definita solo in uno spazio 
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discreto e la sua curvatura non può essere definita rigorosamente, sono necessari metodi per rimediare 

a tale inconveniente, quali l'uso della funzione codice a catena, sequenza di numeri interi compresi tra 

0  e 7  che indicano la direzione verso il punto seguente della curva, discretizzata da 1 a 8 , a seconda 

del mezzo quadrante contenente la tangente alla curva. 

 
 H1 H2 

Roberts 









− 01

10  








− 01

10  

Prewitt 

















−
−
−

101

101

101

 














 −−−

111

000

111

 

Sobel 

















−
−
−

101

202

101

 














 −−−

121

000

121

 

Isotropico 

















−
−

−

101

202

101

 

















 −−−

121

000

121

 

Tab. A.1 

 
1° 

















−−−
−

111

121

111

 
3° 

















−−− 111

000

111

 

2° 

















−−−
−−

333

303

555

   Kirsch 
4° 

















−−− 121

000

121

 

Tab. A.2 

 

 

Fig. A.7a  Fig. A.7.b   Fig. A.8 

 

Fig. A.9a      Fig. A.9b 

 
Infine sono applicate tecniche che si basano sull'uso di invarianti della forma. In molti metodi di tipo FBM, il 

matching avviene su identiche linee di scansione, assumendo il vincolo della geometria epipolare e il criterio 

della continuità. Tuttavia le stereocoppie digitali non sono sempre nella geometria epipolare, gli zero-
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crossing in entrambe le immagini, simili per forma, possono essere collegati in modo differente, ovvero 

possono presentarsi in una sola immagine. Pertanto il problema di trovare gli spigoli può essere espresso in 

termini più generali mediante la rappresentazione degli spigoli in altri spazi e facendo il matching tra poligoni 

o tra curve rappresentate in uno spazio tra quelli sopra citati. Si tratta, come ovvio, di una delle parti più 

impegnative dei processo fotogrammetrico: ogni spigolo in un’immagine deve essere paragonato con gli altri 

spigoli nell’altra, nel corso di un processo di selezione in base a misure di somiglianza e coerenza. Da un 

lato, si individua una lista di possibili candidati, in base a criteri di somiglianza, poi interviene un test di 

coerenza. Misure di somiglianza tra approssimazioni poligonali possono svolgersi mediante confronto tra 

vertici e/o lati; inoltre si può tenere conto dell'orientamento, delle coordinate dei punti estremi e di quelle del 

punto medio. Di recente, sono state utilizzate anche primitive radiometriche oltre alle già citate primitive 

geometriche. 

In accordo con la Teoria dei descrittori di forma di Fourier, un algoritmo realizza il matching nello spazio delle 

frequenze, in due versioni, per linee chiuse ed aperte. Analogo è il matching nello spazio ψ - s, dove si 

confrontano le rappresentazioni degli spigoli preventivamente estratti. Nel caso in cui il matching avviene per 

punti, invece, gli zero-crossing servono quale punto di partenza; infatti determinano le posizioni dei punti 

corrispondenti nel modo più accurato possibile. Dalla procedura di rappresentazione degli spigoli si ottiene 

una lista di punti corrispondenti ai massimi cambiamenti di curvatura negli zero-crossing: tali punti 

definiscono i centri di finestre all'interno delle quali sono calcolate le posizioni dei punti di interesse in modo 

monoculare. Si procede poi al matching di tali punti, cioè alla ricerca dei punti corrispondenti nelle due 

immagini. La determinazione monoculare di tali punti avviene mediante alcuni operatori, quali per esempio 

l'operatore di Foerstner. 

La localizzazione di punti speciali, quali l'intersezione fra spigoli, il centro di un cerchio (o di un insieme di 

anelli), il punto angolare di un poliedro, coincide con il problema della selezione di una finestra ottimale e 

della determinazione dei peso da dare al centro di tale finestra. La determinazione dei baricentro della 

finestra si basa su un problema ai minimi quadrati, avente i seguenti modelli deterministico e stocastico: 
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dove: yx gg , , sono le derivate parziali prime della funzione dell'immagine ( )yxg , , mentre nella 

determinazione dell'intersezione fra spigoli, del centro di un cerchio (o di un insieme di anelli) e del punto 

angolare di un poliedro gli stessi modelli hanno espressione: 

 

iiii sinyxvd αα ˆcosˆ +=+  ( ) 22

ii yxi ggdP +=  

 
dove:  

ii xyi gg tan =α   e:  iiiii sinyxd αα += cos . 

 

Come evidente, anche il secondo problema è ai minimi quadrati, dove la distanza fra il punto origine ed il 

punto speciale cercato è l'osservabile, mentre il peso è il quadrato del gradiente. La soluzione numerica dei 

due problemi coincide, essendo identica la matrice del sistema normale di entrambi: 
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Per ogni punto di un'immagine l'indice che indica la prossimità dell'ellisse d'errore ad un cerchio ideale è: 
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mentre il peso del punto d'interesse risulta: 

 

TrQ

DetQ

TrQ
w == −1

1
 

 
Il rapporto q  è derivato a partire dalla relazione tra gli autovalori della matrice normale. Se risulta: 

 
� 0=q , allora si ha: 0det =Q , la matrice è singolare e le derivate dei livelli di grigio: yx gg , , sono 

linearmente dipendenti, ovvero il punto giace sullo spigolo; 

� 1=q  (o 1≅q ), allora i due autovalori della matrice normale sono uguali fra di loro (o quasi) e l'ellisse è 

un cerchio (o è prossimo ad esso), ovvero il punto giace nell'intersezione fra spigoli, oppure in altri punti 

speciali. 

 
Il metodo di Foerstner è molto noto in fotogrammetria digitale, perché presenta il vantaggio di una buona 

velocità, ma ha lo svantaggio di una non buona precisione nella localizzazione degli angoli: si tratta di un 

metodo ai minimi quadrati, all'interno dei quale si sceglie una finestra ottimale il cui centro è opportunamente 

pesato. Come prevedibile, si cerca spesso di modificare la formulazione classica dei diversi algoritmi, per 

accentuarne i pregi e minimizzarne gli svantaggi. Ad esempio, un metodo che parte da valori approssimati 

ottenuti dalla Trasformata di Hough, successivamente trattati con l'operatore di Roberts, per il rilevamento di 

punti intersezione di spigoli, pare presenti maggiore precisione dell’operatore di Foerstner. Infatti questa 

tecnica consente di ottenere non solo la posizione dello spigolo, ma anche le direzioni delle due linee che 

formano lo spigolo, cosa utile sia per il matching, che per il riconoscimento dell'oggetto, consentendo tra 

l'altro una precisione superiore a quella ottenibile con la semplice applicazione della Trasformata di Hough. 

Un altro schema di matching combina le caratteristiche positive dei metodi ABM e FBM, nella prospettiva di 

ricostruire la superficie di un oggetto (DSM), a partire dal riconoscimento dei punti coniugati nella 

stereocoppia. In questo caso, si parte dall'estrazione di spigoli, applicando l’ operatore LoG alla funzione 

immagine, e si ottiene l'immagine filtrata: ( ) ( ) ( )yxfyxGyxf ,,, 2' ∗∇= , espressione nella quale il simbolo 

*  indica l'operazione di convoluzione. Tale immagine è divisa in regioni positive e negative: i confini di 

queste regioni sono dette: zero-crossing, da cui il nome del metodo. Infatti gli zero-crossing sono dovuti ai 

bruschi cambiamenti nel livello di grigio e, nel contesto di questo metodo, si ritiene che il grado del 

cambiamento di grigio possa essere descritto dalla derivata prima della funzione del livello di grigio. Una 

volta applicato l'operatore LoG alla immagine destra ed a quella sinistra, e rilevati gli zero-crossing (ad 

esempio, corrispondenti a confini di manufatti, oppure ad ombre), invece di fare il matching degli spigoli veri 
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e propri, si procede al matching dei punti degli spigoli mediante la correlazione (ABM). I vincoli sono quelli 

della geometria epipolare e della continuità della immagine. Infatti i punti degli spigoli dell'immagine sinistra 

sono ricavati da un algoritmo opportuno, mentre per ogni punto dello spigolo nell'immagine sinistra, il punto 

corrispondente in quella destra si trova lungo la linea epipolare, mediante la correlazione d'immagine. Inoltre 

il criterio di continuità implica che i valori di differenza lungo gli zero-crossing devono essere continui e, 

anche in questo caso, si fa uso dello spazio di Hough. 

Nello schema gerarchico dei matching a piramide di immagini è incluso un passo riguardante l'analisi 

dell'immagine che consente di applicare lo schema, appena descritto, con maggior sicurezza alle aree 

urbane. Nel caso specifico, un metodo per l'estrazione degli spigoli dalle immagini è basato sugli zero-

crossing della derivata seconda, invece che della derivata prima della funzione immagine. Tale metodo è più 

preciso dell'uso dell'operatore di Gauss – Laplace ed assume particolare importanza nel campo del 

riconoscimento dei manufatti nell'immagine. 

Si noti infine come, in un procedimento di orientamento relativo automatico di immagini digitali, i singoli 

moduli di costruzione della piramide di immagini (estrazione delle entità, matching ed ottenimento dei 

parametri di orientamento) possano essere studiati in funzione della possibilità di adattarli ai computers 

paralleli. La convenienza di tale parallelizzazione è facilmente dimostrata, in quanto l'algoritmo genera la 

piramide di immagini e comprende operatori di filtraggio. Allora è intuitivo, come il filtraggio, in parallelo per 

ogni livello della piramide, sia più efficiente di quello sequenziale. Inoltre anche altri algoritmi 

(determinazione del gradiente e dei suoi quadrati, calcolo della matrice normale, ecc.) sono operazioni nelle 

quali ogni pixel dell'immagine è indirizzato con la stessa sequenza di istruzioni. Per raggiungere tempi di 

calcolo accettabili per l'intero processo di orientamento relativo automatico, si può allora cercare di usare 

algoritmi che lavorino su macchine parallele, in quanto l'orientamento relativo delle immagini digitali 

comporta un enorme dispendio di tempo di calcolo. Dal punto di vista dei moduli utilizzati, si opera con una 

tecnica, di uso generale, come quella a multipla risoluzione all'interno di una strategia piramidale, e si 

procede poi con i seguenti passi: 

 
� una funzione gaussiana permette di ottenere dalla convoluzione un’immagine lisciata; 

� il successivo ricampionamento consiste nell'estrazione di un pixel su due da ogni riga e di una riga su 

due dall'immagine stessa; 

� su ogni livello della piramide di immagini ottenuta, sono individuati i punti interessanti mediante, ad 

esempio, l'algoritmo di Foerstner. 

 
Il matching vero e proprio parte dal livello più grezzo della risoluzione e prevede test iconici e geometrici per 

trovare i punti corrispondenti. Le corrispondenze approssimate, in un determinato livello, sono trovate 

usando le informazioni acquisite in quello precedente. 

 
Matching nello spazio oggetto 

Nel matching basato sullo spazio immagine, le primitive in un’immagine sono paragonate con quelle nell'altra 

e, come illustrato, molteplici sono state le soluzioni proposte. Il metodo basato sullo spazio oggetto trae 

origine da problemi collegati alla ricostruzione dei modello digitale della superficie di un oggetto (DSM), a 

partire dalla stereocoppia digitale. 

 
� A riguardo, si definisce groundel, nello spazio oggetto, l’elemento di superficie direttamente 
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corrispondente al pixel, nello spazio immagine; in tal modo, la strategia di massimizzazione della 

correlazione ai minimi quadrati può essere chiamata LSGC (least squares groundel correlation). 

Pertanto il groundel è un elemento nello spazio oggetto, avente dimensione pari a quella del pixel 

proiettato sulla superficie oggetto stesso, per visualizzare il quale si può immaginare l'oggetto diviso in 

piccoli quadrilateri, ognuno dotato di una altezza che rappresenta l'altezza media attribuibile alla sua 

area. Inoltre ogni groundel contiene informazioni riguardanti la riflettanza, il colore ed altre caratteristiche 

radiometriche. Il concetto di groundel è astratto e pertanto l’uso del groundel è molto flessibile. 

Esso è stato usato dapprima all'interno di metodi convenzionali di correlazione e, per quanto riguarda il 

matching nello spazio oggetto, principalmente nel HRC (hierarchical relaxation correlation), finché è 

stato introdotto l'algoritmo di correlazione ai minimi quadrati (LSC), anche per il matching nello spazio 

oggetto. Il metodo HRC si basa sulla considerazione che le densità dell'immagine, cioè le risposte 

radiometriche del sensore, corrispondenti ad ogni groundel, possano essere calcolate analiticamente, se 

tutti i parametri geometrici e radiometrici sono noti, e gli errori sono dovuti solo alla non perfetta 

conoscenza dei valori delle quantità coinvolte. Il processo si attua con il metodo dei rilassamento. Anche 

nell'algoritmo di Helava l'idea di fondo è che le intensità di immagine, corrispondenti ad ogni groundel, 

possano essere calcolate in modo analitico, qualora siano noti i parametri geometrici e radiometrici. In 

questo caso tuttavia, il criterio dei minimi quadrati determina un insieme di quantità incognite o 

l'aggiornamento dei loro valori approssimati. 

� Esiste peraltro un altro approccio al problema del matching nello spazio oggetto. La comprensione 

dell'immagine è il fine dell'automazione e molti obiettivi nell'analisi d'immagine possono essere formulati, 

come problemi di deduzione di proprietà dell'oggetto, a partire dai dati dell'immagine e con l'ausilio di 

certe conoscenze a priori, ad esempio, una discretizzazione dello spazio oggetto, in elementi solidi 

regolari detti voxel. Questo tipo di trattamento dell'informazione si chiama inversione dell'immagine, 

poiché l'informazione richiesta è tratta dai dati contenuti nell'immagine. Sulla base della teoria del 

problema inverso, è possibile mettere a punto un corretto fondamento teorico per la determinazione di 

generalizzazioni, descrizioni, regole e leggi, a partire da un gruppo di dati grezzi (osservazioni, 

caratteristiche o fatti). In effetti, molte applicazioni della Computer Vision richiedono la capacità di 

rappresentare in modo esplicito cognizioni contenute, in modo implicito, nei dati di partenza e possono 

essere formulate come problemi di carattere deduttivo. 

In molti casi inoltre, si ha a che fare con informazioni incoerenti ed incomplete, da trattare sulla base di 

opinioni e non solo di fatti, veri o falsi che siano. Occorre allora risolvere problemi inversi mal posti 

(problemi malcondizionati), applicando tecniche matematiche finora considerate marginali. In generale 

infatti, la visione può essere considerata come un problema in cui la descrizione dei mondo esterno è 

dedotta dalle immagini dei mondo, con l'aiuto di una certa conoscenza del mondo esterno e del 

processo di formazione dell'immagine. Si ha cioè a che fare con tre tipi di dati di carattere informativo. I 

problemi di inversione hanno lo stesso scopo dei problemi di inversione deduttiva ed i problemi inversi 

sono un importante capitolo dell'Algebra e del Calcolo delle Probabilità e sono spesso di difficile 

risoluzione. 

 
A tale proposito, un problema risolvibile è quello del calcolo della rappresentazione delle superfici, a partire 

da immagini multiple. Un nuovo approccio propone il matching di più immagini, molto importante nel campo 

delle operazioni fotogrammetriche, soprattutto per quanto riguarda la triangolazione aerea, in quanto il 
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ricoprimento parziale di svariate immagini può arrivare ad almeno nove e talvolta, anche se raramente, 

ancora di più. L'affidabilità e la precisione dei punti di legame crescono, in modo significativo, solo qualora si 

usino metodi di matching con immagini multiple. Due modelli matematici sono formulati per la risoluzione di 

tale problema. Nel primo approccio più rigoroso, i pezzi di superficie con le loro altezze ed i livelli di grigio 

sono determinati simultaneamente, nel secondo, i punti coniugati sono determinati indipendentemente uno 

dall'altro e senza far uso dei parametri dell'orientamento esterno. Questa ultima soluzione corrisponde al 

metodo tradizionale di triangolazione aerea, dove tutti i punti sono misurati individualmente e solo poi 

introdotti nella compensazione a blocchi. 

In generale, il matching simultaneo di finestre coniugate, a partire da immagini multiple parzialmente 

ricoprentisi tra di loro, può essere messo in atto minimizzando le differenze di grigio tra tutte le possibili 

coppie di finestre coniugate; tuttavia allo scopo di rendere il metodo più robusto, sono introdotti vincoli 

geometrici, sia sotto forma di equazioni aggiuntive, sia mediante la modifica dell'espressione che mette in 

relazione i sistemi di coordinate delle finestre coniugate. In questo approccio, dove esistono più finestre 

dell'immagine che rappresentano lo stesso pezzo di superficie nello stesso numero di immagini sovrapposte, 

la superficie dell'oggetto è rappresentata da due funzioni continue: una geometrica yxZ ,(  ed una 

radiometrica ( )yxG , , rappresentanti rispettivamente le altezze ed i valori di grigio. La ricostruzione del 

pezzo di superficie coinvolge la determinazione di alcuni parametri che possono essere determinati, 

definendo le trasformazioni geometrica e radiometrica tra la superficie stessa dell'oggetto e le sue immagini. 

Si assume una tassellatura locale, nella quale la superficie è rappresentata da un modello digitale della 

suprficie (DSM), nonché da un modello radiometrico, inoltre che la superficie sia Lambertiana, ovvero che la 

rifiettanza sia isotropa nello spazio. Infine se si fa anche l'ipotesi che la superficie sia liscia e che non si 

abbiano grandi variazioni nella geometria dell'esposizione, si può ammettere una corrispondenza biunivoca 

tra la tassellatura dello spazio oggetto e la finestra dell'immagine. Pertanto le equazioni d’osservazione 

possono essere scritte usando lo spazio oggetto come sagoma di riferimento. Le seguenti considerazioni 

motivano perché ricavare, a partire da una o più immagini di una scena, una precisa descrizione geometrica 

della scena stessa è un problema così difficile da risolvere: 

 
� nel processo di formazione dell'immagine, il mondo tridimensionale è riprodotto in due dimensioni, con la 

perdita di una dimensione; 

� anche i problemi ben posti sono spesso numericamente instabili, se si ha rumore sia nella scena, che 

nell'immagine; 

� gli oggetti sono difficili da definire: infatti sono note diverse tecniche di modellazione degli oggetti, ma 

esse spesso non sono adeguate per definire un grande numero di oggetti naturali; 

� la ricostruzione di superfici è un problema inverso malcondizionato, per regolarizzare il quale (ovvero per 

rendere il problema ben – condizionato), occorre fare ulteriori assunzioni (nella Computer Vision i 

problemi malcondizionati sono collegati alla presenza di rumore; nella ricostruzione di superfici è invece 

richiesta una forma di regolarizzazione anche in assenza di rumore, per poter saltare quelle aree in cui i 

gradienti del valore di grigio sono troppo bassi). 

 
Un metodo classico è quello della FAST Vision che prevede un determinato tipo di regolarizzazione 

mediante la scelta di un'appropriata dimensione per la tassellatura e la minimizzazione della curvatura. Un 
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avanzamento di tale metodo, a partire dalle equazioni basilari della FAST Vision, procede ad una 

regolarizzazione adattativa, basata su una tecnica particolarmente appropriata a sistemi malcondizionati. 

Esempi significativi di un processo di matching nello spazio oggetto, sono stati proposti nella fotogrammetria 

dallo spazio, allo scopo di ricostruire superfici con dati acquisiti mediante camere trilineari (Fig. A.10). 

 

  

Fig. A.10     Fig. A.11 

 
Infatti molte ricerche sul matching nello spazio oggetto sono limitate a immagini, prese da camere CCD, per 

applicazioni di fotogrammetria del vicino. In questo caso, in mancaza di camere digitali aeree con 

un'adeguata densità di pixel, occorre procedere alla digitalizzazione delle immagini analogiche, introducendo 

ovviamente errori aggiuntivi di tipo geometrico e radiometrico. Tuttavia con l'introduzione delle camere 

trilineari, con immagini direttamente digitali, si può concepire il matching nello spazio oggetto in termini 

davvero generali. Le camere digitali lineari sono state provate in applicazioni spaziali (SPOT e successivi 

sensori ad alta risoluzione). Dal punto di vista del modello uno scanner trilineare, con sensori orientati 

perpendicolarmente alla direzione di volo, consente di archiviare l'immagine digitale ad ogni ciclo di lettura 

mediante tre linee e permette la ricostruzione dell'oggetto, qualora siano disponibili informazioni di controllo 

di carattere generale (osservazioni geodetiche in forma di rete, parametri di orientamento esterno, oppure 

dati DSM). L'immagine analogica con ricoprimento longitudinale è sostituita da una composizione di 

successive immagini trilineari, mentre i centri di proiezione sono considerati una funzione a sei dimensioni 

dei tempo, ovvero nella direzione della strisciata. E’ noto infatti che l'estrazione del DSM, da immagini 

stereoscopiche, è descrivibile come una trasformazione geometrica ottimale tra due o più immagini. 

 
� Nel matching di ogni singolo punto, dopo la trasformazione eseguita per punti discreti, è generata una 

griglia che fornisce il DSM; 

� nel matching multipuntuale invece la trasformazione è calcolata direttamente per la griglia costituente il 

DSM o una parte di essa. 

 
In ogni caso, il problema della ricostruzione di superfici è uno dei due moduli fondamentali della 

fotogrammetria digitale e richiede: 

 
� il conseguimento di informazioni sufficienti, per modellare la porzione dello spazio oggetto che è stato 

osservato nello spazio immagine, 

 
L'altro modulo riguarda il riconoscimento degli oggetti, caratterizzati dalla disontinuità del loro contorno nelle 
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immagini, e si attua in due passi da eseguirsi sequenzialmente: 

 
� determinazione dei punti coniugati o di altre entità nelle immagini (matching); 

� densificazione dei punti sottoposti al matching nello spazio oggetto (interpolazione). 

 
La compensazione ai minimi quadrati o facente uso di procedure robuste fornisce la stima dei parametri 

geometrici e radiometrici della superficie oggetto, a partire dai valori di intensità dei pixel e da opportuni 

vincoli sulle informazioni. In quest'ottica, la ricerca fotogrammetrica più tradizionale continua ad occuparsi 

dei problemi dell'interpolazione e della ricostruzione di superfici, secondo un approccio gerarchico, mentre 

con un approccio innovativo, il matching avviene nello spazio oggetto. In quest’ultimo caso, la griglia è 

stabilita direttamente nello spazio oggetto (mediante i voxel, come già detto in precedenza, elementi discreti 

definiti nello spazio tridimensionale) e la trasformazione ijT  tra due immagini deve tenere conto delle 

trasformazioni: 00 , ji TT , tra le immagini e l'oggetto, in modo che: 

 

0000, * jijiji TTTTT +==  

 
essendo: 00 , ji TT , le trasformazioni inverse, ovvero le proiezioni dell'oggetto nei piani delle immagini (Fig. 

A.11). Il vantaggio di questo approccio è che la determinazione dei punti, la generazione del DSM ed il 

calcolo delle ortoimmagini sono processi simultanei. Si fa l'ipotesi che la superficie oggetto sia rigida, 

immobile, opaca ed illuminata da sorgenti esterne di luce, costanti nel tempo. Le osservazioni sono i valori di 

grigio nelle strisciate delle immagini ( )sjig , , i parametri da determinare i valori delle altezze nei punti della 

griglia del DSM, i valori dei grigio ijG  dell'oggetto e gli elementi dell'orientamento esterno, dove i valori di 

grigio dell'oggetto sono dipendenti dalle altezze nei punti di griglia del DSM e dagli elementi 

dell'orientamento esterno. Lo scopo è quello di minimizzare la somma dei quadrati della differenza tra il 

valore di grigio ijG , di ogni groundel dell'oggetto, ed il valore di grigio della trasformata nello spazio oggetto 

del corrispondente pixel di ciascuna immagine ( )sjig , . 

Ovviamente trattandosi di una compensazione ai minimi quadrati non – lineare, sono necessari valori iniziali 

approssimati per le incognite e, a tale scopo, sono usate procedure gerarchiche. Un altro metodo basato 

sull'inversione e la regolarizzazione nel caso di problemi malcondizíonati, è il metodo SFS (Shape from 

Shading). L'intensità di un pixel è prodotto dalla luce riflessa da una piccola area della superficie vicina al 

punto corrispondente dell'oggetto. E' facile ottenere informazioni sulla forma di un oggetto a partire dalle 

immagini, se l'illuminazione e la riflettanza superficiale non cambiano da una posizione della scena all'altra. 

In termini analitici, è possibile avere illuminazione uniforme, se la sorgente è puntiforme ed all'infinito: allora 

occorre possedere informazioni sulla sorgente luminosa e sulla rifiettività dell'oggetto. Esistono algoritmi, atti 

a quantificare tale informazione, alla base dei quali valgono le seguenti considerazioni: 

 
� molte sorgenti di luce in posizioni diverse possono determinare l'orientamento dell'oggetto in modo 

unico; 

� ogni posizione distinta delle sorgenti di luce dà un contributo diverso per la intensità in ogni punto; 

� informazioni locali possono migliorare la determinazione della forma dell'oggetto ed in modo analogo, la 
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conoscenza di informazioni locali migliora la precisione nell'estrazione di spigoli. 

 
Nel metodo Shape from shading by relaxation, l'equazione base contiene il vincolo riguardante 

l'orientamento dell'oggetto cui si aggiunge un'ulteriore condizione sulla mancanza di asperità della superficie. 

Supposto che si abbia una certa conoscenza della normale ( )yxq ,  alla superficie nel punto ( )yxp , , se la 

normale non è nota con sufficiente precisione, l'equazione di rifiettività: ( ) ( )yxRyxI ,, = , non sarà 

rispettata. Allora si tratta di minimizzare il funzionale ( )2RI − , rispettando la condizione di non asperità nei 

dintorni di p, q, in quanto tali termini sono piccoli nel caso di curva liscia. Senza entrare nei dettagli, si ricorda 

che, differenziando rispetto a p, q, il valore del funzionale quadratico: 

 

min)()),(),((),( 22222 =++++−= yxyx qqppqpRyxlyxE λ  

 
si ottengono le equazioni dei sistema normale e, da questo, la soluzione cercata. La tecnica delle 

misurazioni da stereocoppie per estrarre informazioni geometriche, tipica della fotogrammetria digitale e del 

telerilevamento, è abbandonata nel caso in cui si posseggono solo immagini monoculari. Si tratta 

evidentemente di un procedimento assai difficile, in quanto si derivano informazioni sugli oggetti dall'analisi 

di singole immagini. 

Un nuovo approccio globale integra il classico matching nello spazio oggetto ed il SFS. Infatti il metodo SFS 

opera su singole immagini, va bene per superfici con debole texture, comporta la proiezione dallo spazio 

oggetto allo spazio immagine e ha bisogno che siano ben note le condizioni di illuminazione. Viceversa il 

matching ha bisogno di due immagini della stessa scena con discreta texture. Si tratta di metodi con 

caratteristiche opposte; pertanto sembra particolarmente interessante la possibilità di sfruttarne i vantaggi 

complementari. Infatti a partire da due o più immagini con differenti illuminazioni, si calcolano le altezze del 

DSM, invece delle inclinazioni della superficie (che si calcolerebbero nell'applicazione del SFS puro), 

all'interno di una classica compensazione ai minimi quadrati o sue varianti robuste. Utilizzando tale metodo, 

si può sfruttare il fatto che immagini sonar subacquee consentono la conversione delle caratteristiche di 

riflettività in informazioni sulle forme e sulla pendenza dei fondali degli acquiferi. Queste informazioni vanno 

poi combinate con dati puntuali di profondità, per ricavare un modello attendibile del fondo cercato. 

  
Matching relazionale 

Il matching è la tecnica per risolvere il problema della corrispondenza fra due (o più) strutture dati. Nel 

campo della visione, esso ricerca una corrispondenza tra l’immagine di un oggetto ed un suo modello, 

oppure tra più immagini del medesimo oggetto. In fotogrammetria digitale, il problema della corrispondenza 

si presenta durante la ricerca di punti omologhi (orientamento relativo, scelta dei punti di legame, 

restituzione stereo o multi-mmagine) e nella localizzazione automatica di features, cioè di caratteristiche 

morfologiche: punti segnalizzati, elementi di interesse cartografico. 

Tra le varie classificazioni delle strategie di matching, la più comune è quella basata sul livello di astrazione 

della descrizione della scena (struttura dei dati). Il matching relazionale utilizza una descrizione dei dati di 

tipo relazionale, definita dall’insieme delle relazioni esistenti tra gli oggetti estratti dalla scena (primitive). In 

generale, è impossibile ottenere una corrispondenza perfetta fra due descrizioni relazionali dei dati; allora è 

necessario selezionare, tra tutte le possibili combinazioni, la più probabile, secondo determinati criteri. Le 
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dimensioni del problema impediscono la valutazione di tutte le possibili soluzioni; pertanto tanto più 

numerose ed articolate sono le relazioni (topologiche, geometriche), tanto più si limita lo spazio di ricerca 

delle possibili corrispondenze. 

Si tratta di uno dei principali e più difficoltosi problemi della Computer Vision che trova applicazione in 

diverse fasi del processo fotogrammetrico. Infatti la ricostruzione di superfici, da immagini stereo, richiede la 

scelta di punti corrispondenti nelle due immagini; gli oggetti contenuti nell’immagine possono essere 

riconosciuti e ricostruiti solo per mezzo di un matching tra la descrizione dell’immagine e quella di un modello 

degli oggetti; i sistemi di navigazione automatica devono trovare la corrispondenza tra le immagini e le 

mappe digitali. 

Il matching relazionale, la cui comparsa in campo fotogrammetrico è abbastanza recente, è frequentemente 

usato nella Computer Vision, per confrontare entità estratte dall'immagine con un modello (riconoscimento 

dell'immagine). Inizialmente esso è stato introdotto come aiuto nell'interpretazione dell'immagine, essendo 

una specie di approssimazione del modello. Dal punto di vista teorico, si discosta soprattutto dall'area based 

matching (ABM) e, in generale, dai metodi statistici; inoltre in contrasto con gli usuali stimatori ai minimi 

quadrati e loro varianti robuste, il matching relazionale non ha bisogno di valori approssimati di posizione od 

orientamento. 

Come già detto in precedenza, le entità nelle immagini devono essere rappresentate in modo simbolico; 

pertanto spesso si fa uso di un approccio che trae origine dalla Teoria dei Grafi. Il passaggio critico sta 

comunque nella rappresentazione delle entità e nelle loro relazioni. A questo punto, il matching relazionale 

vero e proprio consiste in un paragone tra relazioni (un esempio è illustrato in figura A.12), mentre il 

matching strutturale stabilisce una corrispondenza tra le primitive delle descrizioni strutturali. 

Quando due rappresentazioni sono simili (entrambe sono immagini o strutture relazionali), il matching va 

inteso nel senso comune; al contrario se le rappresentazioni sono diverse (come nel caso del confronto tra 

un’immagine ed una struttura geometrica, quale un modello 3D), allora il matching va inteso in senso 

alquanto ampliato e forse si può farlo coincidere con l'adattamento, dove ogni rappresentazione è messa in 

relazione con un'altra preesistente. 

Infine si può arrivare a comprendere, sotto il termine matching relazionale, il processo di verifica di una 

struttura, vale a dire un’immagine può essere confrontata con determinate regole per decidere se ha senso, 

oppure non ne ha alcuno, assegnarle un'interpretazione. Uno fra questi processi interpretativi, consiste nel 

confrontare una determinata struttura con un gruppo di strutture accettabili, allo scopo di trovare il miglior 

adattamento. 

In un esempio di un tale procedimento di matching, le linee di scansione sono rappresentate come alberi e la 

costruzione di informazioni strutturali avviene sia usando le proprietà geometriche, che in modo astratto 

sotto forma di relazioni gerarchiche tra le primitive. All'interno di tale metodo, sono state sviluppate diverse 

procedure che spesso dipendono dal concetto della distanza tra gli alberi, oppure dalla definizione di una 

grammatica collegata agli alberi che permette di usare un'analisi sintattica. Due tipi di segnali sono adottati 

come input: 

 
� al primo passo, una linea di scansione di livello di grigio; 

� nei assi successivi, l’output della convoluzione dell'immagine con l'operatore LoG (ritenendo che il 

matching relazionale sia funzionale soprattutto alla ricostruzione di superfici in aree urbane). 
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Lo stesso metodo può essere applicato al riconoscimento di strade, fiumi, ecc., nell'ambito della produzione 

di carte, a partire da immagini aeree. Allo scopo sono paragonati gli oggetti nelle immagini e gli elementi 

morfologici, adottando loro descrizioni strutturali, opportunamente estratte, ed etichettando sia le une, che gli 

altri, in termini di primitive geometriche e delle loro relazioni. 

 

 

Fig. 12a    Fig. 12b 

 

Riconoscimento degli oggetti dopo la ricostruzione di superfici 

Uno degli scopi della fotogrammetria digitale è quello di riconoscere automaticamente gli oggetti. La 

produzione di carte a grande scala a partire da immagini aeree, come noto, è uno dei campi di applicazione 

di questa tecnica. La procedura sarà totalmente automatica quando il posizionamento e la descrizione degli 

oggetti si baserà su una interpretazione razionale dei contenuti dell'immagine. Una procedura, oggi molto 

diffusa, si compone dei seguenti passi: 

 
� le immagini sono convolute con l'operatore LoG, ricavando gli zero-crossing, corrispondenti agli spigoli, 

ovvero a discontinuità nei valori di grigio; 

� gli spigoli sono sottoposti a matching, per ricavare quanti più possibile punti coniugati; 

� ottenuti i parametri di orientamento, si provvede alla ricostruzione di superfici, dove sono stati sottoposti 

al matching moltissimi spigoli, con il risultato di avere una lista di punti a grande densità spaziale, 

costituenti gli spigoli stessi noti nelle tre dimensioni, in modo discreto; 

� in molti casi, gli spigoli corrispondono ai confini di un oggetto; allora si può procedere ad un matching tra 

le descrizioni simboliche di questi confini e le rappresentazioni simboliche dei mondo reale, archiviate in 

libreria. 

 
Il riconoscimento automatico degli oggetti, a partire da immagini multiple, fa affidamento su una procedura di 

interpretazione delle entità, estratte dalle immagini, mediante il confronto con modelli teorici della realtà (un 

esempio è illustrato in figura A.14 e fa uso di regole applicate iterativamente.) 

Alla conclusione, per quanto necessariamente aperta e provvisoria, di quanto esposto, in quest’appendice, 

sulle tendenze moderne della ricerca fotogrammetrica, giova ribadire che la transizione, dalla fotogrammetria 

analitica a quella digitale, richiede insieme la modifica e/o l'estensione dei modelli esistenti e lo sviluppo di 
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nuovi concetti. 

 

 

Fig. A.13 

 

� Infatti come già detto in precedenza, nell'approccio classico della fotogrammetria digitale, la formazione 

del modello (orientamento relativo) e la ricostruzione dell'oggetto (orientamento assoluto) si basano 

sull'uso di singoli punti isolati. 

� Invece un approccio alternativo alla fotogrammetria digitale, più moderno, originale ed innovativo, 

utilizza, per gli stessi scopi, particolari fotogrammetrici geometricamente diversi dai soliti punti: linee di 

vario tipo, oppure superfici e le loro proiezioni nello spazio immagine, come è stato messo bene in 

evidenza tanto nella seconda parte del presente lavoro, quanto in questa stessa appendice. 

 

Pertanto quello che un tempo era impensabile ora, grazie alle tecniche digitali è ancora più facile rispetto alla 

classica estrazione dei punti e se, da un lato, la fotogrammetria digitale ricalca la fotogrammetria analitica 

classica e tenta di renderne automatici i vari gradini, dall'altro, si apre il campo della ricerca di nuovi modelli 

per quella che può definirsi la fotogrammetria delle linee e delle superfici. 
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