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RIASSUNTO

Modelli spazio — temporali, stocastici, deterministici e/o misti, sono sviluppati secondo I'approccio fornito
dalla geodesia integrata (intesa nel suo senso piu ampio) per lo studio di problemi geodetici e geomatici,
ovvero l'analisi di dati a referenza spaziale, tempo varianti e non (con tre esempi a concludere: riferiti a
problemi di geodesia, propriamente detta, astrometria e metrologia). Per completezza, si presentano anche
alcune metodologie e procedure per la progettazione ed ottimizzazione di strutture di tipo geodetico, mentre
un’appendice pone l'accento sulla loro gestione e simulazione, ed un’altra appendice completa il riferimento

alla geodesia integrata, presentando le equazioni della fotogrammetria digitale in un approccio globale.

INTRODUZIONE

Lo scopo della geodesia e della geomatica € la determinazione e rappresentazione, in opportune forme,
della posizione di punti e della loro variazione nel tempo. Le osservabili geometriche sono tutte semplici, o
piu complesse, funzioni della posizione relativa tra due punti. Queste funzioni sono influenzate da vari campi
fisici, come quello gravitazionale e quello della rifrazione atmosferica. Nelle loro diverse forme, le reti
geodetiche ed i blocchi fotogrammetrici tengono conto delle osservabili geometriche per la determinazione
delle posizioni (relative) tra i punti delle reti. Quando le misurazioni sono ripetute nel tempo, si possono
valutare anche le variazioni temporali delle posizioni (relative); tuttavia & necessario imporre un sistema di
riferimento arbitrariamente scelto per eliminare I'ambiguita dell’origine, dell’orientamento e della scala.
Generalmente le osservabili geometriche sono funzioni non-lineari della distanza tra due punti e dipendenti
dal tempo.

Nelle stesse equazioni, compaiono anche altri termini, come gli effetti del campo di gravita terrestre, le
influenze della rifrazione atmosferica ed i parametri di calibrazione, a seconda delle procedure di
acquisizione dei dati. La relazione tra le osservabili e i parametri geometrici, che descrivono la posizione dei
punti della rete, é espressa attraverso modelli funzionali noti, spesso non-lineari, che devono essere
linearizzati (usando valori approssimati per i parametri). Il difetto di rango del sistema é eliminato con
l'introduzione di un sistema di riferimento. La relazione tra le osservabili geodetiche e i campi fisici puo
essere espressa con opportuni modelli stocastici linearizzati, dalle cui funzioni di covarianza (invarianti
rispetto a opportuni gruppi di trasformazioni dei parametri), attraverso il filtraggio, si puo ottenere il segnale
stocastico.

I modelli stocastici possono servire per interpretare anche i parametri geometrici, come gli errori di misura
sistematici o pseudo-sistematici, le altezze, le variazioni di altezza o di posizione, le proiezioni su mappe, il
livello di grigio o di colore delle immagini, il contorno o altre caratteristiche delle figure, la superficie o altre
caratteristiche degli oggetti. Gli eventuali movimenti delle posizioni dei punti possono essere modellati da
un’opportuna funzione temporale. A loro volta, i parametri delle leggi di tale movimento possono essere

modellati in funzione delle stesse posizioni dei punti. In questo modo, non solo i parametri di posizione, ma
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anche quelli di movimento (spostamenti e deformazioni) possono essere ricondotti alle osservazioni
geometriche.

Se si hanno a disposizione campi densi di punti, gli elementi morfologici e le forme delle figure e degli oggetti
possono addirittura essere modellati con modelli digitali continui. Se si trascura la loro eventuale dipendenza
dal tempo, le equazioni delle osservabili geometriche vengono rappresentate da funzioni geometriche ben
note e relativamente semplici. La dipendenza dal tempo, se presente, e gli aspetti morfologici possono
essere rappresentati in modo deterministico interpolando i dati con polinomi o funzioni spline e, nel dominio
delle frequenze, con l'analisi di Fourier o delle ondine. Spesso si preferisce I'approccio stocastico nel caso
in cui la serie temporale é lunga o il campo dei punti € vasto. In questi casi, le funzioni di covarianza,
indispensabili nel prosieguo, sono definite a priori.

Generalmente si hanno a disposizione ripetizioni delle misurazioni, soprattutto nelle reti appositamente
disegnate per il controllo delle deformazioni in situazioni critiche; invece per il controllo di movimenti lenti, le
reti contengono molti punti, ma le ripetizioni, se presenti, sono relativamente poche. Infine serie temporali
lunghe di campi di punti vasti sono in generale rare. D'altra parte, con I'uso del metodo della collocazione, é
naturale che si possa richiedere l'invarianza temporale solo per lunghe serie temporali e I'invarianza spaziale
piu I'isotropia (o la decomponibilita ortogonale) solo per vasti campi di punti. Secondo 'approccio tradizionale
i diversi sistemi sono risolti sequenzialmente. Prima si determinano le influenze dei campi e i parametri di
calibrazione, poi per ogni epoca, si effettua una compensazione della rete, e successivamente
un'interpolazione dei dati per descrivere gli eventuali movimenti dei punti stessi in funzione del tempo. Infine
i parametri caratteristici delle leggi di moto o degli aspetti morfologici sono modellati come funzioni delle
posizioni geografiche. Gli ultimi due passi possono anche essere parzialmente scambiati fra loro, studiando
dapprima gli aspetti morfologici e successivamente la loro evoluzione temporale.

Nell'approccio fornito dalla geodesia integrata (intesa nel suo senso piu ampio), tutti i sistemi sono risolti
contemporaneamente. Di conseguenza, dopo la linearizzazione delle equazioni di osservazioni e pseudo-
osservazioni, le osservabili e gli altri dati sono raccolti in un unico sistema contenente parametri incogniti
incorrelati e correlati, che possono essere interpretati come un segnale stocastico da filtrare dal rumore
casuale. Per far questo sono necessari compensazioni separate preliminari: ricavare la matrice di covarianza
del segnale dalle stime dei parametri incogniti o dai residui e calcolare sigma zero, che rappresentera la
varianza del rumore. Questo pu0 dare problemi nello stabilire i pesi dei diversi elementi. Comunque,
ripetendo la procedura costituita dall'approccio integrato, I'incertezza circa il rapporto dei pesi puo essere
eliminato e si possono stimare opportuni valori per i pesi, trovando un loro punto di riproduzione. Inoltre si
ipotizza I'assenza di dati anomali.

Dato che le osservazioni possono presentare errori grossolani o effetti non modellabili, deve essere
applicata una conveniente strategia che combini insieme robustezza ed efficienza. Infatti le procedure
robuste sono utili per I'identificazione di errori sospetti, mentre il metodo dei minimi quadrati & molto potente
nello stabilire se questi possono essere accettati o meno. Il difetto di rango nell'insieme delle matrici, che
descrive l'unico sistema di equazioni, € facilmente determinato. Infatti un sistema contenente ripetute
osservazioni della rete ha un difetto di rango pari al numero dei parametri non determinabili delle funzioni di
approssimazione che descrivono la variazione temporale della posizione dei punti. Inoltre i sistemi
contenenti queste osservazioni insieme a modelli digitali continui (di campi di punti) hanno in generale lo

stesso difetto di rango.



PARTE I: TEORIA DELL'APPROSSIMAZIONE *

1 Minimi quadrati generalizzati: filtraggio (metodo della collocazione con parametri)
Si noti innanzitutto come questo metodo abbisogni di informazioni (a priori) per la sua esecuzione e pertanto
costituisca un raffinamento finale, da eseguirsi dopo aver acquisito tutte le informazioni necessarie. Infatti

date equazioni di osservazione, riferite alle osservabili, e di pseudo—osservazione, riferite ad altri dati,
raggruppate in un unico sistema, esso ha come incognite non solo parametri incorrelati X, ma anche
parametri correlati che possono essere interpretati come segnale stocastico S da filtrare dal rumore

accidentale n (dall'inglese, noise). Pertanto il sistema ha questa espressione:

y = Ax+ Bs

dove Y & un vettore contenente le osservabili e gli altri dati e A e B due matrici disegno.

L'uso dei parametri sia stocastici che non stocastici richiede di introdurre la norma ibrida di Wiener:
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125" ] Cs O

0 p/s? +1'(Ax+B3- fi- y,)=min
Sﬂ
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dove Y, indica le quantita osservate, X, S e N le stime rispettivamente di X, S e N, Css la matrice di

covarianza del segnale, S|, la varianza del rumore, P la matrice dei pesi delle osservazioni, / un vettore di

moltiplicatori di Lagrange ed il modello linearizzato ha espressione:

y, = AX+BS-

Sfortunatamente la soluzione di questo tipo di sistema non € praticamente computabile. Infatti presenta
calcoli onerosi, poiché le incognite sono divise in due parti separate. Percio il sistema delle equazioni delle
osservazioni sopra menzionato viene riscritto in questo modo:

y=Bs

dove S contiene i parametri sia stocastici che non stocastici (ST = I_XT STJ) e la matrice disegno B é
definita come B = [A B], rappresentando sia il modello funzionale che quello stocastico. Le quantita

osservate Y, sono riferite alle stime S di S dallo stesso modello linearizzato:

Yo =Bs-n

! Liberamente tratta da: Barzaghi R., Forlani G., Mussio L. (1989): Compensazione cinematica ed analisi spaziale delle reti di
livellazione geometrica eseguite dal Catasto in Milano negli anni 1950/72/86. Rivista del Catasto e dei Servizi Tecnici Erariali - Nuova
Serie, anno XLIV, n. 1-2, 1989 e da Mussio L. (1984): Il metodo della collocazione minimi quadrati e le sue applicazioni per I'analisi



La matrice di covarianza Cgssper il nuovo segnale S contiene quattro blocchi, di cui due diagonali contenenti

le matrici di covarianza delle parti stocastica (Cs9 e non stocastica (hl) del segnale e due nulli fuori dalla

diagonale principale:

_hl 0

SS O CSS

La matrice di covarianza dei parametri stocastici € determinata da una o piu funzioni di covarianza che
possono essere stimate empiricamente con i risultati di precedenti compensazioni separate. La matrice di
covarianza dei parametri non stocastici € una matrice diagonale, i cui elementi (se non vincolati e pertanto
molto grandi) devono essere scelti in base alle varianze dei parametri stocastici. In questo modo, la

soluzione non é troppo vincolata ad altri tipi di parametri.

. 2 .. N .
La varianza generale del rumore S deve essere nota a priori € puo essere assunta uguale al fattore di

varianza Sé, stimato nelle compensazioni precedenti.
Il criterio generalizzato dei minimi quadrati pud essere usato per minimizzare contemporaneamente la norma

STCs'Sls e la norma dei residui delle osservazioni n'Pn/ .S‘g :

wn>
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dove / é un vettore di moltiplicatori di Lagrange. Secondo questo criterio, le stime del segnale e del rumore

diventano:

8=C.B"(BC.B" +s2P) "y,

A

- 1\1 ~
A=52P(BCB" +s2P*) 'y, =y, - BS
e la legge di propagazione della covarianza permette di calcolare le loro matrici di varianza—covarianza:

C.o=C.,- Cs =C,| - B7(BCB™ +s2P) JBC,.
Cy =siP(BC,B" +s2P )"

essendo: €=S- S, I'errore di stima del segnale.
Il calcolo di queste espressioni richiede la soluzione di un sistema di dimensione M, pari al numero di

guantita osservate. Sarebbe comunque piu conveniente risolvere espressioni analoghe ma che richiedano la

statistica dei risultati delle compensazioni. In: M. Cunietti (Ed) Ricerche di Geodesia Topografia e Fotogrammetria, vol 4, CLUP, Milano,
p. 305-338.



soluzione di un sistema di dimensione N<M, dove N & pari al numero dei parametri. Si ricordi che per

questioni di affidabilita il numero di quantita osservate deve essere almeno triplo del numero di parametri;

N

inoltre la consistenza delle stime cresce al crescere della ridondanza. Un'ulteriore richiesta & che le
espressioni delle stime non coinvolgano matrici inverse che contengano a loro volta matrici inverse.

Entrambe le condizioni possono essere soddisfatte con I'applicazione di due noti teoremi di algebra lineare.

Date quattro matrici R, S T e Q, (dicui S e Q quadrate) si puo dimostrare che:

(Q+RSTV'=Q ! Q'R[S'*TQ'RJ'TQ"  (lemmadi Faddayeva)
QI Qs =(Q+QsQ)’

La stima del rumore pud essere riscritta come:

A T -1 2T T 2RpT 1T 2

A=y, - B(B"PB)* - s2(B"PBC,BPB+s2BTPB) '8Py, = y, - B

e la stima del segnale diventa:

2 T 1T 2T T 2pT 1T

5=(B"PB) "B Py, - s2(B"PBCB'PB+s2BTPB) B Py,

Con queste nuove espressioni, la legge di propagazione della covarianza permette il calcolo delle

corrispondenti matrici di varianza—covarianza, in forma ugualmente conveniente. Le matrici di varianza—

covarianza dell’errore di stima del segnale e del rumore residuo diventano rispettivamente:

C,.=C.- Co=s2(B"PBJ"- s*(B"PBC,B"PB+s?B"PB)*

Cs =52P™- BC,B' =s2(P- B(B"PB)'B")+s‘B(B"PBC,B'PB+52B'PB) B’

Si noti che, come gia detto, il calcolo di queste espressioni sia del tutto agevole.?

2 sj osservi come, nel caso in cui entrambe le matrici Be P siano matrici identita, il problema diventi il filtraggio di un segnale

stocastico dal rumore accidentale. Pertanto:

Anche le matrici di varianza—covarianza dell'errore di stima del segnale e del rumore diventano rispettivamente:

C,.=C.-C,=C,-C,c,+siI)'c =s?I-C,

") 2 )t o2
Cﬁﬁ_sn(css+sn|) _SnI-Cee

In questo caso, lo sviluppo dei calcoli € pressoché elementare.



2 Filtri ottimali lineari: predizione (metodo della collocazione con parametri)

Il criterio dei minimi quadrati generalizzati, espresso nella formulazione del metodo della collocazione, puo

fornire, oltre alla stima di un segnale filtrato, anche la stima di un segnale predetto ép =1 Infatti i parametri

stocastici possono essere anche stimati in punti che non fanno parte dell'insieme dei dati. Scopo della
predizione é validare l'insieme dei dati, facendo uso di una riserva di dati stessi tenuta a parte per il controllo,
e fornire output regolari per impiegare programmi di visualizzazione e rappresentazione nel modo piu
semplice possibile. Infatti questi programmi operano in modo ottimale su insiemi di dati regolari, mentre
spesso effettuano scelte arbitrarie quando l'insieme dei dati € fortemente irregolare. Occorre comunque
ricordare che possono essere stimati solo i parametri stocastici propriamente detti.

Di conseguenza la matrice di covarianza Cy conterra solo i parametri stocastici propriamente detti e la

matrice di crosscovarianza Cis tra il segnale filtrato e quello predetto sara divisa in due parti: una contenente

la covarianza tra il segnale filtrato e i parametri stocastici propriamente detti nel segnale filtrato, I'altra
identicamente nulla. Proprio questa matrice nulla determina l'impossibilita di predire i parametri che non

sono propriamente stocastici. Dato il funzionale:

. Ce Ci ' 0 S
E[éT t’ ﬁT] cl c, o +/T(B§-Of+ﬁ- yo):min
00 P/s? n

dove / é un moltiplicatore di Lagrange e, tenendo conto dell’espressione della stima del segnale predetto
secondo Kolmogorov (ottenuto imponendo che essa sia corretta e di minima varianza, nellambito degli
stimatori lineari), si ha:
~ !
t=C.B"(BCB +s2P )y, =

= Ct

.B"PB(B"PBC,B'PB+5s?B"PB) ‘B Py,

Infine sostituendo S con X e B con A, forzando un po’ le espressioni generali scritte in precedenza e valutando Sﬁ uguale a zero,

si ottengono le usuali espressioni di stima ai minimi quadrati, perché il secondo termine di entrambe le espressioni scompare:

x=s2(ATPA)*ATPY,
szo_ A’)\(:yo' Ay

Per quanto riguarda le matrici di varianza — covarianza, avendo definito, al solito, le matrici dei cofattori a meno di sigma zero, si ottiene:

(P-l- A(ATPA)’lAT):sgP-l- AC A" =s?P- C,

W

dove, ancora una volta, il secondo termine di entrambe le espressioni scompare.



oppure:

t=C.z

S

dove z é il vettore di servizio:
z=B"PB(B'PBC, B"PB+ s?B"PB) 'B' Py,

che viene calcolato una sola volta al termine del filtraggio.
Applicando la legge di propagazione della varianza, la matrice di varianza—covarianza dell’errore di stima del

segnale predetto diventa:

C

ee

C, - C; =C, - C.B'PB(B"PBC,B'PB+52B"PB) 'B"PBC,

Purtroppo questa espressione non é di semplice computazione e non pud neppure essere semplificata;
percio solitamente viene omessa.

La varianza del rumore pu0 essere stimata a posteriori. Infatti imponendo che la sua stima sia corretta, essa
e stimata tramite la norma quadratica del rumore (residuo) pesato:

n

ks? =kE(s2)=E(A"Ph)=Tr(PC,,)
da cui si ottiene:
k=m- n+Tr [s2P*'?B(B'PBC,B'PB+52B7PB) 'B"P?

dove m é il numero delle osservazioni e N il numero dei parametri. La stima a posteriori della varianza del

rumore diventa:

., _N'Pn
$0=—

La stessa formula pu0 essere usata per la stima a posteriori delle varianze e dei pesi di gruppi di
osservazioni definiti a priori.

Con riferimento alle possibilita di calcolo, vengono fatte alcune considerazioni riguardo le applicazioni dei
teoremi di algebra lineare sopra menzionati, grazie ai quali si possono ottenere sistemi di dimensione
N < m, la cui soluzione non richiede il calcolo di matrici inverse contenenti a loro volta altre matrici inverse.

La soluzione del sistema per la stima di un segnale filtrato contiene il termine



(BPBJ'BPY,
e la matrice inversa ha forma:
(57PB)*

Procedure standard usate in un qualunque problema ai minimi quadrati forniscono tanto la soluzione del
sistema quanto la matrice inversa e, se la matrice disegno B é quella di una rete, si ricorre ad algoritmi
diretti in grado di lavorare con questo tipo di matrici. Infatti queste matrici sono un generale sparse, ma la
loro dispersione puo essere ridotta con algoritmi di ordinamento e/o dissezione. Le espressioni del segnale

filtrato e del suo errore di stima contengono anche i termini:
(B"PBCB"PB+52B'PB) BT Py, ; (8"PBCB"PB+52B'PB)"

La matrice normale (BTPB) era gia stata calcolata. La matrice di varianza—covarianza C,,=C_* S, dei
parametri stocastici propriamente detti € una matrice sparsa, se costruita moltiplicando secondo Hadamard
la matrice di covarianza propria C per I'opportuna matrice di covarianza finita S,. La sua sparsita dipende

dalla persistenza di correlazione delle funzioni di covarianza finite. La sua dispersione € influenzata dalla

.
numerazione dei dati. Il prodotto di tre matrici sparse (BT PB)CSS(BT PB) ¢ ancora una matrice sparsa. La

soluzione del corrispondente sistema puo essere calcolata con un algoritmo iterativo insieme stabile e
veloce. Infatti, in generale, la dispersione di queste matrici non é facilmente riducibile e gli algoritmi diretti
presentano oggettive difficolta di applicazione. Si ricordi comunque che, a valle di un algoritmo iterativo, €
possibile avere solo indicazioni approssimate sulla matrice inversa del sistema ridotto.

Da ultimo, si noti come l'uso di dei minimi quadrati ripesati dia a questa metodologia i vantaggi delle

procedure robuste, utili per I'identificazione e I'eliminazione degli errori grossolani.

3 Metodo della collocazione senza parametri: filtra  ggio e predizione
Dato un vettore di scarti V (ovwero un campione di valori argomentali a media nulla e senza altri

comportamenti sistematici), esso & suddiviso (con un'operazione cosiddetta di filtraggio) in una parte

correlata, detta segnale S, e una parte aleatoria, detta rumore N (dall'inglese: noise):
v=<c+n

Il segnale Sy* pud essere stimato (con un'operazione cosiddetta di predizione) anche in altri punti, diversi da

quelli di osservazione.

% Questo paragrafo riprende quanto esposto da: Barzaghi R., Sanso F. (1984): La collocazione in geodesia fisica. In: Boll. di Geodesia e
Scienze Affini, n. 2/84.

“ Per brevita di notazione il simbolo t sostituisce, nel seguito, il simbolo S



La matrice di covarianza degli scarti C,y deve essere nota a priori ed & costruita discretizzando la funzione di

covarianza, anch'essa nota a priori, sull'insieme dei dati secondo il parametro ordinatore prescelto. Come il
vettore degli scarti anche questa matrice si compone di due parti, sempre note a priori, una riguardante il

segnale e l'altra il rumore:

C,=Cy+s,’l
w — “ss n

essendo | una matrice identita. In diagonale principale si ha:
2 a2 2

S, =5 + Sh

Per applicare il criterio dei minimi quadrati, nella sua formulazione classica, occorre definire il vettore:

con matrice di covarianza:

s2l 0 0
Cw=10 C. C.

0 G, G
e una matrice disegno: A= | I | O, tale che si abbia:
Aw=v

Il criterio dei minimi quadrati puo essere scritto nella forma:
w' C,, ‘w=min

con la condizione:

Aw-v =0

Introducendo un vettore di moltiplicatori di Lagrange, si ha:



w' C,,'w + /T(Aw- v)= min

con la consueta formulazione di un problema di minimo vincolato. Per trovare il valore di W che determina il

minimo della funzione bisogna annullare il suo differenziale totale, da cui si ricava:
-1
w=C,, A" (AC,, AT) v

Ricordando ora le espressioni del vettore W e delle matrici C,,, ed A si ha la stima del segnale (filtrato):

Per quanto riguarda il calcolo delle matrici di covarianza delle stime effettuate, applicando la legge di

propagazione della covarianza, si ottengono la matrice di covarianza del segnale filtrato:
_ -1
C”§ - Css va Css

la matrice di covarianza del rumore residuo:

e la matrice di covarianza del segnale predetto:
_ -1
Cff - Cts va Cst

Inoltre posto: €= S-S, l'errore di stima del segnale filtrato, sempre applicando la legge di propagazione

della covarianza, si ottiene la corrispondente matrice di covarianza dell'errore di stima del segnale filtrato:

Cee = Css - Css va_ ' Css
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Si ricordi, a proposito, che il rumore € incorrelato, per definizione, oltreché se stesso, anche da qualsiasi

segnale. Questa matrice contiene in diagonale principale le varianze dell'errore di stima del segnale filtrato ®:
2 _ 2 . -1

S.: =5, -dlag(CSS C. CSS)

In modo del tutto analogo, si ottengono le varianze dell'errore di stima del segnale predetto:

S, =s,’ - diag (Cts C, ' C, )

ovviamente si ha: .S‘t2 :.S‘SZ.
Si noti che la stima del segnale filtrato e predetto e del rumore, nonché le varianze degli errori di stima del

segnale, possono essere ottenute minimizzando proprio la varianza dell'errore di stima del segnale predetto:

e=t-t , limitandosi a cercare la miglior stima lineare del segnale predetto:
t=/Tv
Occorre pertanto determinare il vettore / in modo tale che renda minimo il funzionale (quadratico):

2 _ 2 _ 2 2 T -1 T 2 _ H
E‘=s.,=s"-25;,+s{=/ C, /-2/ C4+s,"=min

e

essendo: 5;°=/"C,'/,es,=C,C, "/ =C,C, '/ +C.,C, "/ =C.,C, "/

Effettuata come di consueto la minimizzazione del suddetto funzionale, si ricava:

/| =C,*C

w st

Quest'ultima espressione, sostituita nell'espressione generica del segnale predetto, fornisce la soluzione

cercata, coincidente ovviamente con la stima del segnale predetto, gia fornita in precedenza:

la stessa espressione, sostituita nell'espressione del funzionale quadratico che I'ha determinata, fornisce la

varianza dell'errore di stima del segnale predetto:

2 _ .2 -1
Sz =5 'Ctszv Cst

® L'operatore diag, applicato ad una matrice quadrata, estrae da questa gli elementi diagonali principali.
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a sua volta coincidente con la varianza dell'errore di stima del segnale predetto, gia fornita in precedenza. Si
noti inoltre che la stima lineare del segnale, ottenuta con il metodo di Wiener — Kolmogorov, € una stima
corretta, oltreché ovviamente di minima varianza.

Si osservi infine come problemi di computabilita per il filtraggio, dovuti all'essere la matrice di covarianza del

2

segnale Cg una matrice, mentre la varianza del rumore S |

€ ovviamente uno scalare, consigliano di

calcolare dapprima la stima del rumore e di ricavare successivamente, per differenza, la stima del segnale:

wn’
I

<
1

>

Gli stessi problemi di computabilita consigliano di modificare le espressioni di alcune matrici di covarianza,
ottenendo espressioni piu convenienti per il calcolo della matrice di covarianza dell'errore di stima del

segnale filtrato:

Cee:Css_Csszv_les:(C - Srf I)-(va_srf I )va_l(cvv_ss I ):SE (I '55 va_l)

A%

e della matrice di covarianza del segnale filtrato:
C%% :Css '55 ( I '55 va_l )

Invece nella predizione, sempre per problemi e di computabilita, & conveniente decomporre la stima del

segnale predetto, in un prodotto matriciale (utilizzando un vettore di servizio 2):

z=C.'v

w

da esequirsi una sola volta, cui far seguire tanti prodotti scalari:

t=C, z

S

guanti sono i punti dove si vuole avere la predizione®. Purtroppo non si hanno espressioni vantaggiose per il

calcolo delle matrici di covarianza del segnale predetto e dell'errore di stima del segnale predetto.

® Le seguenti espressioni forniscono i valori estrapolati e/o predetti, nonché le discrepanze fra questi ed i valori osservati in eventuali
punti di controllo, non utilizzati nelle precedenti operazioni d'interpolazione e filtraggio. A riguardo, si osservi come estrapolazioni e/o
predizioni siano operazioni necessarie per il completamento (riempimento dei cosiddetti "buchi", densificazione, prolungamento

cosiddetto "a breve") delle basi di dati, per la loro regolarizzazione e per cross—validazione dei dati e dei modelli.

ESTRAPOLAZIONE valore estrapolato: 'y = y, + V+y = bx +§y
discrepanza: V=Y-(y, +)
PREDIZIONE valore predetto:  §,=t=V, - d+V=c.z+ V

12



Prima di concludere, si riportano le espressioni per il calcolo di filtraggio e predizione per un processo a
pill componenti 7. In questa fase, particolare attenzione deve essere prestata nel riconoscere l'influenza

delle crosscorrelazioni sulle successive elaborazioni, perché:

crosscorrelazioni irrilevanti, separano le componenti del processo;
crosscorrelazioni eccessive danno notevoli problemi computazionali, superabili solo operando dapprima

a componenti separate e successivamente su tutte le componenti del processo residuo.

La matrice di covarianza del segnale, per un processo a tre componenti, si presenta composta da blocchi del

tipo:

DUE ESTRAPOLAZIONI valoreestrapolato: y -y = y, + V+yV-(, +V +y) =ax+y-0bX+7)

V=Y -+ Y-G-0 +Y))

<

discrepanza:

ESTRAPOLAZIONE E PREDIZIONE  valore predetto: Y -t=y, + v+ V- (vo -d+ v) =a'x+y-(cz+V)

discrepanza: Y/+Zi=Ay-(yo+§/)-(At'(Vo +‘7))
DUE ESTRAPOLAZIONI valore predetto: V-V+t=y, +V+y- (y;) +V+Yy ) v, -d+ V=
E PREDIZIONE =a ' x+7y- X +§/)+qsz+\7
discrepanza: V-v-d=Y -(y, + y)-(Ay -(y;) + Y’)) + 1 (v + V)

La seguente legenda fornisce il significato di tutti i simboli utilizzati:

Yo guantita osservate, riportate a media nulla;

y valori medi delle quantita osservate;

a, b funzionali della posizione dei dati, secondo le leggi di interpolazione adottate;

X valore dei coefficienti dell'interpolazione.

A guantita osservate, riportate a media nulla;

v valore medio delle quantita osservate;

Cs crosscovarianze fra un valore predetto e i valori filtrati, secondo le funzioni di covarianza adottate;
2 valore dei coefficienti ottenuti con il filtraggio.

Si badi come il calcolo delle discrepanze, possibile solo in eventuali punti di controllo, sia un'operazione sempre necessaria per poter
correttamente dare un giudizio sulla bonta delle operazioni eseguite.

” Una lunghezza di correlazione elevata diminuisce la sparsita della matrice di covarianza, rendendo praticamente incomputabile la
soluzione, specie quando si operi su campioni di notevole dimensioni. Per questa ragione e conveniente utilizzare strategie di calcolo
capaci di aggirare I'ostacolo. L'esecuzione di un pre — filtraggio, ad es., utilizzando funzioni splines, e I'adozione di funzioni di covarianza

finite permettono di ottenere problemi praticamente computabili.
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puntoj

X Yi Zi
% 91 ) 9,01 ) g.(1)
puntoi vy, 9,(r,) g,.(r,) = Cs()
Z sim. 9.(r;)

La presenza di punti con dati non — completi, in ogni componente, da origine a 7/ combinazioni distinte di
dati, cui corrispondono 49 diversi tipi di blocchi, quadrati o rettangolari, di dimensione variabile fra 1x1 e

3X3. Anche la matrice diagonale di covarianza del rumore & sostituita da una matrice diagonale a blocchi,

dove un blocco, per un processo a tre componenti, & del tipo:

2
S Nyx s nxy s Ny,
2 —
S nyy S n, Con
sim. sy

Si noti che, come per il segnale, anche le dimensioni della matrice di covarianza del rumore variano in
funzione del numero di dati, ovvero di componenti, presenti in un punto.
Di seguito sono riportate le espressioni utilizzate per il filtraggio e la predizione, nella forma

computazionalmente piu agevole.

Soluzione del sistema®: z=Cyv=(JAC(r )+ D™ (iAc,)) v

8 Le tecniche di riempimento della matrice di covarianza richiedono modalita algoritmiche specifiche. Infatti mentre nel caso di un
processo ad un parametro ordinatore vengono impiegati algoritmi diretti con memorizzazione a banda delle matrici, nel caso di processi
a due o tre parametri ordinatori la memorizzazione delle matrici sparse avviene in forma compatta e l'algoritmo di soluzione & di tipo
iterativo.

° Questa espressione, come le seguenti, & del tutto rigorosa se tutti i blocchi hanno la stessa dimensione; in caso contrario
l'automatismo rappresentato dal prodotto di Kronecker viene meno. Allora si rende necessario memorizzare la sequenza d'arrivo dei
blocchi di differente dimensione. Il loro successivo utilizzo & abbastanza agevole, purché si disponga opportunamente di strumenti
informatici, quali contatori, puntatori ed altre forme d'indirizzo che si rendano necessarie allo scopo. Una soluzione possibile consiste

nell'attribuire il codice:

2°=1 in presenza del® dato
2'=2 in presenza de2° dato
2°= in presenza de3° dato

in modo tale che i 7 casi sopraccitati siano identificati con il codice composto:

1 in presenza del°® dato
2 in presenza de?° dato
1+2=3 in presenza del° e 2° dato
4 in presenza de3° dato
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Stima del rumore: n=D0"(iAc, )z

Stima del segnale filtrato: S=v-n

Stima del segnale predetto: S, = Cos Z = ( i" A cg(r, ))z
Matrice di covarianza del rumore residuo: C.,=D7V(iAc,)ClDV(iAc,)
Matrice di covarianza dell'errore di stima: C.=D0"V(Ac, )-Ci

Matrice di covarianza del segnale filtrato: Cy=C, - C,

Nelle suddette espressioni, alcuni simboli sono spiegati nella seguente legenda:

[
J
A

vettore colonna avente tutti gli elementi uguali ad uno, di dimensione pari al numero dei punti;

matrice quadrata avente tutti gli elementi uguali ad uno, di dimensioni pari al numero dei punti;

prodotto matriciale di Kronecker;
D = operatore capace di estrarre da una matrice quadrata tutti i blocchi diagonali, aventi ciascuno la

dimensione del blocco C,,,,

mentre tutti gli altri sono gia stati illustrati in precedenza.

4. Stime di covarianza 11

Le stime di covarianza si occupano dello studio di un modello del secondo ordine, con l'intento di mettere in
evidenza la dispersione e la dipendenza (lineare) in un insieme di dati, tramite la stima di opportune varianze
e covarianze, e possono essere introdotte facendo riferimento alla teoria dei processi stocastici (di cui si

intende brevemente parlare nella nota sottostante **, data la loro importanza e rilevanza nell’ambito della

1+4=5 in presenza del° e 3° dato
2+4=6 in presenza de?° e 3° dato
1+2+4=7 in presenza del®, 2°e 3° dato

ed i 49 casi riguardanti le corrispondenti matrici di covarianza sono identificati con il codice 7(i—1)+j, essendo i e | i codici composti

dei due dati, di volta in volta, coinvolti.
1 i chiama prodotto di Kronecker fra due matrici A e B, aventi rispettivamente dimensioni (M, 1) e (k, ), la matrice C = AA B,

avente dimensioni (km, In), ottenuta moltiplicando (con la regola del prodotto di una matrice per un numero) la seconda matrice per

tutti gli elementi della prima matrice:

C=AAB=[gB] "i

11 Questo paragrafo riprende ed aggiorna quanto esposto in: Mussio L. (1984): Il metodo della collocazione mionimi quadrati e le sue
applicazioni per I'analisi statistica dei risutati delle compensazioni. In: Ricerche di Geodesia, Topografia e Fotogrammetria, n. 4. CLUP,
Milano, p. 305-318. Per una versione piu breve, seppure maggiormente aggionata, si veda anche: Crippa B., Mussio L. (1992): |
processi stocastici: il metodo della collocazione. In: F. Crosilla, L. Mussio (Ed's) | sistemi informativi territoriali: fondamenti e applicazioni
al controllo e alla gestione del territorio. CISM, Udine, p. 107-151.

12 Sj chiama processo stocastico la famiglia di funzioni X (X,q) definite in tutti i punti del loro campo di esistenza e differenziate fra lo